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1. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. DERIVADAS LATERALES

Definicién.- Se llama derivada de una funcién y = f (X) en un punto de abscisa X, al siguiente limite si existe:

Fxo +h) = (%)

f'(x,) = lim

lim Se suele representar por f'(X,)=D[f(x,)]=y'(X,) = g—f (X,) v todas significan
- X

lo mismo.

También se puede usar otro limite equivalente si a uno le gusta mds y es:

£1(x,) = lim ~ =T (%)

X=Xo X— XO
Eiemplo: Dada la funcién y = x? — X, calcular la derivada en el punto de abscisa X, =3

Aplicamos la definicién usando el primer limite (practicad usando el otro y ver que sale lo mismo)

y.(3):|,,my(3+h)—y(3):”m[(s+h) 3+h] [32 - 3] [9+6h+h2—(3+h)]—6=

h—0 h h—0 h h%O h

i 6+5h+h?—6 ., 5h+h?

=|im = (ahora nos sale una indeterminacion —, que la resolvemos sacando factor comun)
h—0 h h—0 0
. h-G+h .
= IImL =1im(5+h) =5. Asi la derivada de la funcién y = X* —X en X, =3 vale 5
h—0 h h—0

Eiemplo: Dada f(X) = VX, calcular la derivada en Xo =5

Ahora vamos a aplicar el otro limite equivalente:

i f(x)—f(5
f'(5) = M lim \/_ V5 = (ahora nos sale una indeterminacién —, que la resolvemos multiplicando
x—>5 -5 an X—=5 0

(x-vB) (x+8) _ (xf -(Bf _5
(x=5) (Jx+4B) =5 (x-5)x+5) H5(x 5)( X +/5)

. Asi la derivada de f(X) = JX en X, =5 vale

por el conjugado) = |im = (simplificamos) =
X—5

Ifim 1

1
H5(\/_+\/_) 245

2\/3

[Nota: No hacia falta multiplicar por el conjugado si nos damos cuenta que (X—5) = (\/; — \/g)(\/; + \/g) y

simplificar]

Definicién.- La derivada lateral por la derecha de una funcién y = f (X) en un punto de abscisa X, es el siguiente

limite si existe:

f'(x)= D[f(x )]_l f(x,+h)- f(Xo)_ lim f(x)—f(x,)

h OJr h - X_>X(J)r X - XO
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Definicién.- La derivada lateral por la izquierda de una funcién y = f(X) en un punto de abscisa X, es el siguiente

limite si existe:

FOo+N) =) |im F(x) = f(X)
h

(%) = D[f ()] = lim -0 XX
> 0 0

Consecuencia: Una funcién y = f (X) tiene derivada en un punto de abscisa X, siy solo si existen las derivadas

laterales y coinciden. Es decir,

3 (%) y I (%)

3 (x,) @{ \
Fi(%,") = (%)

Nota: las derivadas laterales se usardn sobre todo en las funciones definidas por partes o a trozos, de manera similar a
como se hacia en el estudio de la continuidad

2. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES DERIVABLES

Propiedad: Si una funcion es derivable en un punto X,, entonces es continua en X, . Lo contrario no es cierto, es decir,

hay funciones continuas en un punto X, que no son derivables en ese punto X,

Derivable = Continua
Continua = Derivable o no derivable

Resumiendo:

Propiedad: Si una funcién es continua en X, la derivada existe siy solo si existen las derivadas laterales y estas

coinciden.

Esta propiedad la utilizaremos para calcular la derivada en puntos donde la funcidon cambia de definicidn.

2x+1 si x<0
Eiemplo: Dada la funcién f(X)={x* -1 si 0< X< 2, estudiar si es derivable en X, =0 yen X, = 2
4x-5 si  x=2

Veamos en X, =0

Primero por ser una funcion por partes vamos a estudiar la continuidad en X, = 0, como ya sabemos
a) Limites laterales

lim f(x) = lim(2x+1) =1
x—0"

x—0"
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- - 2
||rg1+ f (X) = ||rg1+(x —1) =-1 como podemos apreciar son distintos, luego la funcién presenta una
X—> X—>

discontinuidad no evitable de salto finito y amplitud 2. Por tanto, segun la propiedad al no ser continua

sabemos que no es derivable X, = 0, y no hace falta calcular las derivadas laterales.

Veamos ahora en X, = 2

Vamos primero a estudiar la continuidad en X, = 2

a) Limites laterales

lim f (x) = lim(x? -1) =3
X—2~

X—2~

lim f(x) = ||,rp (4X—5) =3 como los limites laterales coinciden, entonces |I'I'T21 f(x)=3
X— X—>

x—2"

b) If(2)=42-5=3
c) Como I|’rr21 f(x) =3= f(2), entonces la funcién es continua en X, = 2

Con esto no sabemos si es derivable o no, pero puede que lo sea. Para verificarlo hemos de usar las derivadas laterales

_ 2+h)’ -1]-3 2
f2) = lim 1N =@ _ g, [(2+h)" 1] _jim 20T @),
h—0" h h—0" h h»0" | h—0" h
- 4(2+h)—5]-3
f2) = lim L@@ _ o [4@+0H-5]-3 (4,
h—0* h h—0* h h—>0" h

Como son iguales podemos afirmar que la funcion es derivable en X, =2 yque f'(2) =4

NOTA: Como vemos, en los puntos X, donde la funcién cambia de definicién, hemos de estudiar primero la continuidad

y si nos sale continua realizar después el estudio con derivadas laterales

3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

La derivada de una funcién en un punto X, es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto

(%o, (%))
D[f (Xo)] = f'(xo) = Myecta tangente €N Xo -
Con esto podemos obtener la ecuacién de la recta tangente a la funcién en X, en el punto (X,, T (X;))

(NOTA: La ecuacidn de una recta dada su pendiente M y un punto por donde pasa (a,b) es asi:

r=y-b=m-(x-a))

Aplicando la ecuacién de la nota anterior tenemos la ecuacidn de la recta tangente:
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t=y—1T(X)=T"(X) X=%,)

t=y—f(x))=f"(x))(x—xy)
y=r(x)

J(x) o o Fx0))

e

o r
Xy

Y de esto, podemos sacar la ecuacion de la recta normal a la funcién en el punto (X,, T (X,)), pues esta recta tendrd

por pendiente , al ser perpendicular a la tangente. Con lo cual la ecuaciéon de la recta normal es:

0

n=y-—1(X)=| - | x—%)

IE.}'_f(xc- I(xo)'(x_xc-)

y=f(x)

JGo) ¢ Xeto. £0))

—_ 1 — _1 . .
SURYER N
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. o .z 2 .
Eiemplo: Calcular las ecuaciones de la recta tangente y normal a la funcién y = X“ — X en el punto de abscisa X, =3

Como vimos en el ejemplo, tenemos que T'(3) =5.

Como f(3)=3%-3=6 yya sélo nos queda sustituir en las ecuaciones:

Recta tangente: L =Y —6="5- (X — 3)

Recta normal:

1
n=y-6=——(X-3
y 5( )

4. FUNCION DERIVADA. DERIVADAS SUCESIVAS

Definicidn.- Se llama funcién derivada (o s6lo derivada) de una funcién Y = f (X) y se representa por Y = f '(X) ,a

la funcidn que asocia a cada X el valor de su derivada.
Eiemplo: Calcular la funcién derivada de f (x) = 3x* + X

Tomamos un punto cualquiera X, y le aplicamos la definicion de derivada:

M+ =106) im [S(XO +h)" (% + h)]_ l3x02 * XOJ = (desarrollamos y operamos) =

(%)= L'ﬂg h !Ho h
? h h+1
LIHQLPM = (sacamos factor comun y simplificamos) = Lir‘g% =6x, +1

Lo que hemos obtenido es que para cualquier X, tenemos que f'(X,)=6X, +1, Si en lugar de X, hubiésemos puesto
X, nos da la funcién derivada o derivada f'(X) =6x+1. Esta funcién ya nos permite calcula la derivada en otro punto

simplemente sustituyendo y sin tener que hacer limites. Por ejemplo, ¢cudl seria la derivada en X, = —4? Pues

facilmente, f'(—4)=6-(-4)+1=-23
Definicion: Derivadas sucesivas son derivadas de funciones derivadas y son

Derivada primera de f: es la que hemos tratado y'= f '(X)
Derivada segunda de f: es la derivada de la derivada y' '=f II(X) = (f ')' (X)
Derivada tercera de f: es la derivada de la derivada segunda: Y'' = f Il'(X) = ( f II)'(X)

Y asi sucesivamente, y diremos

Derivada n-ésima de f: y(") = f ™ (X) = (f (n_l))l(x)
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5. DERIVADAS DE LAS OPERACIONES CON FUNCIONES

Son una serie de férmulas que hay que saberse de memoria. Si alguien esta interesado en conocer su demostracién lo

puede consultar en cualquier libro de texto.

Derivada de la suma o diferencia de funciones

(f£g)=f'xg'

Derivada del producto de un n? real por una funcion

(k-f)y=k-f'

Derivada del producto de dos funciones

(f.g) =fg+fg

Derivada del cociente de dos funciones

9 g’

Derivada de la funcion compuesta. Regla de la cadena

(go 1)(x)=9g'(f(x))F'(x)

Ya se veran su utilidad mas adelante.

6. FUNCIONES DERIVADAS DE FUNCIONES ELEMENTALES Y COMPUESTAS. TABLA

Vamos a dar unas tablas, que habrd que conocer de memoria también, donde vienen las derivadas de las funciones

elementales y compuestas, asi como un ejemplo de cada una

FUNCIONES BASICAS DERIVADA
Constante f(x)=c f'(x)=0
Identidad f(x)=x f'(x)=1
Potencial candnica f(x)=x? f'(x)=2x
Racional basica f(x) =§ f'(x)= _iz
Irracional bésica f(x)= \/; f'(x)= L
2/x

FUNCION SIMPLE FUNCION COMPUESTA DER'W;?,\;\PF:JENC'ON DERIVADA FUNCION COMPUESTA
y=x" y=f(x)" y=nx"" y=n-f ()" (x)
7
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y—i y= 1 Y= -n N
n f n n+l ,:—_ 'f, X
X (X) y f(X)n+1 ( )
6 0 0 .
_ - -n-1 ©
=x" =f(x)" =-nx"
y y ( ) y y': _n_f(x)fnfllf'(x)
- Y= (9
y="{x y=41(x) Y n-g £ ()"
6 6 6 6
1 1 1 1 1 1
— yn — n . —1
y=Xx y="f(x) y==X" y==—1(x)" -f(x)
n n
y =e* y=e'® y'=e* y=e"™.f(x)
y=a* y=a'® y=a*Ina y=a'®.Ina-f"(x)
1 .1,
=Inx =In f(x == =——-f"(x
y y (x) y=21 y 0 (%)
1 , 1 ,
y =log, x y =log, f(x) = y=——"7—F ()
x-Ina f(x)-Ina
y=senXx y =sen f (x) y'=Co0s X y'=cos f(x)- f'(x)
y =CO0s X y =cos f(x) y'=-senx y'=-senf(x)- f'(x)
y =tg X =1g f (X) T y'—#-f'(X)
y=4 = o5 x cos’® f(x)
y =arcsen x f ' ! y' L f'(x)
= =arcsen f (x = ST
Y * Y N
_ 1 S S
y =arcos x y =arcos f (x) y = % y _m
y = arctg x =arctg f (x) 1 y'= ! - f'(x)
y_ g y_1+X2 l+f2(x)
8
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FUNCION DERIVADA
y=x’ y=7x""=y=7x°
1 , -5
f(0)=5 F)=—¢
y = (2x* =5)* y'=4-(2x* =5)*(2x* =5)= y=4-(2x* -5)*4x = y'=16-(2x* =5)°*-x
1 -2 -2 -6
f(x) = F0 = = B> () = = 8= F(0) =
(3x-1)° (3x-1)"" (3x-1)° (3x-1)°
. 1 o 1 ) 12-x? . 12:x° 6-X
NS y= (BX) = y=—=24% = Y= = Y= =y=—=
y 2+/8%° 2+/8%° 83 2:x+/2x J2x
5/_ 1
=3/x
y 53/x"
1 3 y=— x%2_1:>y _Zx%5:>y =y 2
y s,/X—Z y 3 3 3-x§ 3.3/x8
N
e
f(x)=e™ f'(x) =V = f(x
@ N AN
f(x)=5" f’(x)=5In5
£(x) = LWX) f(x) = T(«/_):f(X) T J—:>f(><)
, 2X
_ 2 - XY=
Y =logs (x +1) NCEOE +1) 3= Y e s (¥ +1n3
Ejemplos: Ejercicios resueltos de derivadas:
FUNCION SOLUCION
fix)=a Fi(x)=6x"" =
5 510532 52 5@ |sxfx
z R, B . I S -
Fix=x2 F(x) 57 5% 5 ;
. =7
Flxy=x" Fixy=- = ?ﬁ:F
9
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4 , Fa -4 2 4 2 4 4 —4
F@)=a7 J@W=oxt =oxt eoal == s o
Ty Tafx Taix
flx)=x Fin=1271=12"=
Fixi=— Fix=-3x""=-3" = ;—4
Fixy=afxt =25
=3 r a4t 4 4 4 4
5 5 N NRE
y =sen(4x —1) y'=cos(@x —1).(4x—-1)'=4cos(4x —1)
y = senx? y' =cosx?.(x?) = 2xcosx>
y = sen’x y' =3(senx)?.(senx)’ = 3sen®x.cosx
y =C0S5X y' =sen5x.(5x)" = —5sen5x
sen/x
= cos+/x y' = —sen/x.(v/x)’ =——se /X =—
g 24x 24/x
1 2tg X
=tg°x '=2tg x.(tg x)' = 2tg Xx. =
y=1g y'=2tg x.(tg x)" = 2tg o X cos? x
= arcsen x? '_;(XZ)E 2
y= J1—(x?)? 1-x*
1 e*
=arctg(e” —_ = (e¥) =
y g( ) y 1+(eX)2 ( ) 1+eZX
5 e (5
= arcos5x S — S
y 1+ (5%)° V1+ 25x%2
y=x(2x-1)° y' =3x*(2x -1)° +5(2x -1)*.2.x* =3x*(2x —1)° +10x*(2x - 1)*
C2x+1 , 22x-1)-2(2x+1) A4x-2-4x-2 -4
C2x—1 (2x -1)? (2x -1)? (2x —1)?

g(x) = cos(3x +1)7

g'(x) =—sen(3x +1)*.[(3x +1)°]" = —sen(3x + 1)*.2(3x +1).3 = —6(3x + 1)sen(3x + 1)*

et +e

X —X

, @ +e7) (e —eT)-(e"—e ). (ef+e ) (eF—e )" -e)-(e"+e )" +e )
= (ex _e—X)Z o (ex _e,X)z

e -l-l+e (e +1+1+e®) e -2+e P - -2-e -4

- (ex _e7X)2 - (ex _67X)2 - (ex _e7X)2

10
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Ejemplos: Ejercicios resueltos de derivadas:

FUNCION

SOLUCION
1 1 -1 T e T - R e A
Tt L L L G . PR R
Flx=9 Fx) =
Fix) =025 F(x) =025 1n(0.25)
Flx)=—5x 75 =[=5]
Fxy= 2z Fin=| 2
- ‘ -7 o |-18
Jix)=3x FE)=3-6)xT = -18x7 = |5
X
4 —4
J=- f@=F
Fix =3 F(x) = zj’}
5 , -5
f(x}:@ I (I)=W

Fixi=+ x4+ x45

Fn) =

23,1 4
Xi=—x 4+-—x"+5x-3
Jix) . 1

6 , 1
(X=—x"+—x+3
F(z) rE

FE=x"+ 2 +x7 47

Fix=-3xt+2x-x"

Fix =G+ +D

Fix = ex(Cxt #0403 + 3 x = 1227 + 6241227 +12x= 2427 +18x = [Ex(dx* +3)

Fix) =45 —6104x" + 4

Sy =122 (4" +4)+(4x° - 6) 8x = 482" + 482" + 322" — 482 =

= 80x" +48x° —48x = [162(5x° + 32 -3

Fix)=(x+5x° +6)4x5 -5

Fixy=120x +80x° = 78x* — 502 -5

245 )= 65 (4’ +7)- (25 +5)82_ 24x* +422° - 165 -40x  Bx' +42x" - d0x _ 2x(dx’+21x-20)
S @)= T (45 +7)° (4x* +77 (42 +7)° (45 +7)°
P xt-6 o 3% +96x* +54x° — 28218
Fx=—=— Jx)= 7 7
Ax+4x x (dx+3)
3 [3
F (&) =Z1n(z) Fix)=|=—
5 | kS
11
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3
3x . 4 |1
f(x}—ln[?] f(xj_E_;
4
f(x) = 41n(5x) Szt
Sx =
Fx) = In(328 + 17+ +1) fy | AT e
B CER T e+
Ejemplos: Ejercicios resueltos de derivadas:
FUNCION SOLUCION

Fixy=(x+NnGx+ 3

Fixi=HaB3x+ 5+ (x+4D e 1n{3x+53'+3§i:?' -
Fixy=e o
Fix)=3" P
Fe) =[x +1]

F) =703 +D5 2 =147 -1

Fe =2 +1"°

-1 =
£(x) =?(f +1)3 2x

Yo 4
=—Zdx -1/
3 L 4

»
x-+x+1

_XO A2 Y 1

Fix) = e Fix=e" (5x° +27)
1 ) O-(fxtTy)—1.7 ) 7
fix)= fi=) = ( )2 =i x)=- 5
7x+1 (Tx+1) [T+ 1)
yo_ X )= 3 -2x+3)x _ (x+3)-2x _ 3F-x
(x + 3)° ' (x + 3)1 (x + 3)° (x+ 3)°
y = 16 ! = ~16(3x2 — 8v)
T xf(x—-4) ' (x3 — 4x%)2
= (2X - D +x+ D -2 —x+ D2x+ 1)
x—x+1 ' (a? +x+ 1)2
1]'= —————————

RS Ry o 0 W

. »
(x=+x+ 1)-

p=e(x-1)+e' =

elx-1+1)=xe"

. . 1] . - ¥
p=2xet+xc e’ =" (2 + x°)

12
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