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1. LIMITE DE UNA FUNCION

Diremos que una funcién y = f (X) _tiene por limite L cuando la variable independiente X tiende a X, y se nota por

lim f (x) =L, cuando al acercarnos todo lo que queramos a X,,las f(X) se aproximan todo lo que queramos a L.

X—>Xg

Esta definicidon es de andar por casa, pero nos sirve para su comprension. Las definiciones correctas las tenéis en el libro,
pero no son necesarias saberlas. El que quiera que las estudie.

lim(x?

X3 haciendo una tabla de valores:

Vamos a calcular de una manera un poco “cutre”

La expresién X — 3, nos indica que x puede tomar valores infinitamente cercanos a 3. Nos podemos acercar con
valores préximos a 3 pero menores que 3 (limite lateral izquierdo) o bien con valores préximos a 3 pero mayores a 3
(Iimite lateral derecho)

Hacemos la tabla por la izquierda:

X—>3 2’5 2’8 2’99 2’9999 z========9 3

f(x) = x> -1 5’25 6’84 7’9401 799940001 ========9 8

Graficamente nos queda asi:

->

y
114
101+
9--
f(299) -7'94018
A
7_-
(28)=6'84
Las imagenes se
6t . _w
aproximan a 8 f(x) = x>-1
f(25)=525
4_.
3_.
2_-
s Nos acercamos a 3
por la izquierda
--------------------- » X
1 1 1 1 Iy
0] /1 2 25" 2872903 4 5 6 ’

Segun esta tabla podemos concluir que el limite lateral izquierdo, vale 8.
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lim(x? -1) =8

X3~ (el signo menos como superindice del 3 nos indica que es por la izquierda)

Analogamente, hacemos la tabla por la derecha

X—3" 3’5 31 3’01 3’0001 ========9 3

f(x)= x> -1 11’25 8’61 8’0601 800060001 ========9 8

Graficamente nos queda asi:

PN

y

f(35) = 11°25
11+

Las imagenes se aproximan a 8

104

ot

(31) = 8561
f(301) = 80601,

T f(x) = x2-1

Nos acercamos a 3 por la derecha

so1 § dai T

L 2ol

,\,A
w
st
o
o

[e] /
Segun esta tabla podemos concluir que el limite lateral derecho, vale 8.

lim (x2 —1) =8

x—>3* (el signo + como superindice del 3 nos indica que es por la derecha)

Si hacemos una tabla con valores préximos a 3 tanto por la izquierda como por la derecha simultdaneamente, también

lim(x2-1) =8

tendriamos que la funcién tiende a 8. Es decir, que tenemos que X—53

Luego concluimos, que para que una funcion tenga limite ha de tener los limites laterales y estos han de ser iguales.
Matematicamente se expresa de la siguiente forma: (esto es importante)

Iim f(xX)=1L

M TOI=L =1 m ro =L
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Los limites laterales se usan sobre todo cuando la funcién viene definida de manera diferente por la izquierda o por la

derecha. También se usan cuando el denominador de una fraccion tiende a 0,

NOTA: También si nos fijamos, para calcular los limites no hay que hacer aburridas tablas, bastaria con sustituir el valor
al que tiende X en la expresion de la funcion.

Ve 2 2
En nuestro ejemplo, |Im(X _l)= 3-1=8

Xx—3

Ejemplo: Calcular los siguientes limites:

,limGBx-1) =52-1=9 ) ..'m[ 2 j: 2 _-1
x—2 x5 x+1) —-5+1 2

En estos dos simples ejemplos, se pueden hacer también los limites laterales y sus resultados son los mismos.

2. LIMITES INFINITOS CUANDO x TIENDE A UN NUMERO FINITO. ASINTOTAS VERTICALES

Supongamos una funcién cuya grafica es como sigue:

Tenemos que al acercarnos a 2 por la izquierda la funcién vaa — o, o sea, I”p f (X) =—0
X—>

lim f (X) =40

Tenemos que al acercarnos a 2 por la derecha la funcién vaa + 0, o sea, st
_)

Aqui los limites laterales no coinciden, unovaa —oo y el otrova a +00. En estos casos diremos que el limite global
(acercandonos por los dos lados) es:

[im f (x) =0

X5 No le ponemos signo al infinito
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Estos limites son de la forma 6 , que dan un infinito, y tenemos que estudiar si sale un cero negativo o positivo para
conocer el signo del infinito o si no lleva.

Ejemplo: Calcular:

o =3 3 -3

a) ||m—2 Si sustituimos nos queda 6—2 =—

= —oo puesto que el 0 al estar al cuadrado da igual que

sea 0* 6 0, pues siempre saldrd 0*. No hemos tenido que utilizar los limites laterales.

Por tanto, concluimos que lim————-_»
X—5 (X — 5)2
Ii 1-x 3
b) Im —5 A Sisustituimos nos queda —, que dard un infinito. Estudiemos los limites laterales para
x>-2 X +2X 0

conocer su signo

, 1-x
Por tanto concluimos que, li 5 A =™
x—>-2 X 4+ 2X

2 , ]
2 Si sustituimos nos queda —, que dara un infinito. Estudiemos los limites laterales para
x>3 X —2X—3 0

conocer su signo. Para ello hemos de descomponer en factores el polinomio denominador:

x> —2x-3=0 > x:{ 319 x? —2x—3=(x-3}x+1)

Hacemos los laterales:

) 3 2 2 2
LATERAL IZQUIERDO )!I_g]m RS (X-S)‘(X-Fl) o 0 -4 o 0 =

—00

im__ 2 , 2 2 2
LATERAL DERECHO 3 m = 3 (X . 3)(X +1) 04 0
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Y por tanto concluimos que, lim
x—3

IE— N0e)
x> —2x—-3
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NOTA IMPORTANTE: En estos casos, como hemos visto, algun limite da como resultado 00,—00,+00, entonces como en el

dibujo del principio de este apartado se observa, tenemos una ASINTOTA VERTICAL, que es la recta X = X,

Ejemplo: Si observamos la grafica siguiente,

"
I
¥

__;’__
= Ol t
a
_.1___
5
.
=1 ——
Tenemos que !(!;g f(X) =—o0 ,y entonces la recta| X = 2

— 00

Ejemplo: En este otro ejemplo gréfico

101

#

B

<

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii“1-‘-”””””‘

es asintota vertical por la derecha y por la izquierda a

[

b d

Q

Tenemos que IIT— f (X) = +00 , y entonces la recta
X—>

Ademas, se observa que lim f (X) =2
x—2*

¥ = fix}

EETTTT TRTRAR I T

lad=
™

b
I
N

es asintota vertical por la izquierdaa + 2O
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3. LIMITES FINITOS EN EL INFINITO. ASINTOTAS HORIZONTALES

Se trata de limites donde la variable independiente “x” tiende a + 00 6 a — o0, y la funcidn tiende a un n2 finito.

Son, por tanto, funciones que cumplen que lim f(x)=L o lim f(X)=P, dondet y P han de ser finitos.
X—>+00 X—>—00

Ademas, esto nos permite conocer las asintotas horizontales de la funcion:
y= L es asintota horizontal en + oo

Y =P es asintota horizontal en — o

Veamos con un ejemplo grafico a que nos referimos. Sea la gréfica siguiente:

u‘__
I

L

[ %]
A
—
(X
L

L

L
f=Nu
-1

Tenemos que:
a) lim f(x)=3
X—>+00
b) lim f(x)=-2
X—>—0
Y ademas por la gréfica vemos que nos dice que tiene asintotas horizontales:

y= 3 es asintota horizontal en + o0

Yy =—2 es asintota horizontal en — o0

Y por recordar un poco del concepto de limite (limites laterales), ¢qué pasa en X, = 0 ? Calculamos los laterales y

tenemos que I”T]r f (X) = O Y I Im f (X) = _1 , que como son distintos nos indican que no existe el
x—0 x—0
limite global en X, =0, es decir, _El I Im f (X) (NOTA: —3 significa no existe)

x—0
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Ejemplo: Sea la funcidn cuya grafica es la siguiente:

Tenemos que:

a) lim f(X) =2 por tanto, Yy =2 es asintota horizontal en +0

X—>+0

b) lim f (X) =2 Por tanto, Y= 2 es asintota horizontal en — o0
X—>—00

Ademas, por recordar lo dado en el punto anterior, tenemos que:

- ”ﬁ; f (X) =0 ,Juego X= 3 es asintota vertical por la derechaa + o vy por laizquierdaa —0
X—>

- ”m3 f (X) =00 luego X= —3 es asintota vertical por la derechaa — 0 vy por laizquierdaa + o0
X—>—

4. LIMITES INFINITOS EN EL INFINITO

Son similares a los anteriores, sélo que ahora la funcion Y = f (X) se va a infinito. En la siguiente tabla vemos los

cuatro posibles casos:
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Lim f(x) =+
Nl
o
.
]

o

lim f(x)=—o0

Ejemplo: Sea la funcién Y = f(X) cuya gréfica es

S
'
P

Tenemos que lim f (X) =400 yque lim f (X) = —00
X—>+0 X—>—00

Ejemplo: Calcula:

a) lim (X2 +1)= +00. Veamos por qué.

X—>+00

—

[P

a4

i

[N B
(=23
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Sila X — 400 es que se hace todo lo “grande” que queramos, y asi (X2 +1) también se hace todo lo “grande” que

quiera.
De otra forma, podemos sustituir X por +o0oy nos resulta lim (X2 +1)= (+oo)2 +1=+400.Es més, el 1 es despreciable
X—>+00

en comparacion con el 400,

Otra manera (un poco cutre), es usando la calculadora y sustituir X por un n2 elevado, por ejemplo 10.000 y ver que su
resultado es también muy elevado, en este caso, (100.000.000+1)=100.000.001. Este método nos puede ayudar, pero
puede llevar a errores.

b) lim (2X3)= 2-(— oo)3 = 2-(— oo) =—©

X—>—0

5. OPERACIONES CON LIMITES DE FUNCIONES

Consideremos dos funciones f(X) y g(X) que son convergentes en X, , es decir, existen )!irD f(x)=L y
—Xo

lim g (X) =M , entonces se verifican las siguientes propiedades:
X—>Xg

1. Ellimite de la suma o diferencia de funciones es igual a la suma o diferencia de los limites de cada funcién

lim[f (x)£g(x)]=lim f (x) £ limg(x)=L+M

2. Ellimite del producto de funciones es igual al producto de los limites de las funciones
lim[f (x)-g(x)]= lim f(x)-limg(x)=L-M
X—Xg X—Xg X—>Xp

3. Ellimite del cociente de dos funciones es el cociente de los limites de esas funciones siempre que el limite del
denominador no sea nulo
lim f (x)
jim L) s L
% g(x) limg(x) M
X—>Xg

para M #0

4. Ellimite de una funcién elevada a otra funcidn es el limite de la funcién base, siempre que este sea positivo,
elevado al limite de la funcidn exponente

lim g(x)

im[f )P = limf(x) [ =L"

X=X

Ejemplo: Calcula

2) lim(5x—2x?)=20-32=-12

X—4

b) Xll;rﬂ)(xz +log(x))) =100+ log(L0) =100+1 =101

10
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o 1im(5—2x°}2* = (5-0)-2° =5-1=5

X—7 —-1-7 -8

8

d) i = = - —
R i ey

e) IIm3—x*) = (3-8)* =25

lim(x—3) " =2%=— =—
0 1im(x—3) 2° 32

g) !(l'rr;(ln(x) — x2)= In(2) -4

h) lim(x-cos(x)) = 7z-cos(z) = -z

-Iim( X j: —2 1
Doad ¥ -2) (-2f-2 5

k) ||,m3‘\/ X2 +2 =3

X—5

y Him(x +1)°%¢Y = (11)* =11

x—11

6. CALCULO DE LIMITES

Matemadticas | de 12 Bachillerato

Para el calculo de limites hemos de tener en cuenta las propiedades u operaciones con limites dados en el punto

anteriory las siguientes reglas:

REGLA 1: Para calcular el limite de una funcién, cuando x tiende a xo, basta con sustituir xo en la funcién y si nos da un

numero ya tenemos resuelto el limite, como hemos visto en el apartado anterior con los ejemplos

REGLA 2: En las funciones polinémicas, cuando x tiene a +o o0 a -0, se comportan del mismo modo que su término

de mayor grado.

, n 2 1 n n
Ilm(anx +...+a,X +a1x+a0): Ilm(anx )=an(ir00)

X—>100 X—>+00

Ejemplo: Calcula:

2 1im(5x—2x2)= lim (- 2x?)

X—>+0 X—>+0

Il
o
-~
&
Il
8

oy 1im (= x® +2x%)= 1im (- x* )= (o)’ =00

X—»—00 X—>—00

11
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g 1im (3x* —2x%)= 1im (3x® )= 3(+ o0)’ = +e0

X—>+0 X—>+0

o fif 3 -2x )= tinf 3¢ )= (G | <5 e

REGLA 3: cuando al aplicar la regla | aparecen infinitos, pueden ocurrir muchos casos. En la siguiente tabla se

sintetizan las posibilidades, asi como se indican las llamadas indeterminaciones, que hay que resolver de una manera
particular y lo veremos en caso aparte.

Sea L unn2real

SUMAS Y RESTAS

(+ oo)+(— oo) No
L + (3o0) = 400 L —(+0) =F© (+OO)+(+OO)=+00 se sabe, es una

indeterminacion

(= o0)+ (+0) No
(+°O)_(_OO):+°O (_OO)+(_°°):—°O se sabe, es una

indeterminacion

(+ oo)— (+ oo) No se sabe, es

una indeterminacion

(— oo)— (— oo) No se sabe, es

una indeterminacion

PRODUCTOS Y COCIENTES

. . 0-(£0) No se sabe,
+oo si L>0 - si L>0
L'(m):{—oo si L<0 L'(_w):{m GioL<o|  eswne | (rofgen)=te
indeterminacion
Y b
—— No se sabe,
(oo )= 3 Lo —=0 | T
+ o0 — 0 esuna

indeterminacion

0
— No se sabe, es

L [+o si L>0 L ([-o si L>0 L
_— —_— = — =00
0" - Si L<O 0 +o00 Si L<O 0 una
indeterminacion
12
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POTENCIALES Y EXPONENCIALES

0
(+o0)" +oo si L>0 (coo)t +oo si L >0 (dependiendo de la paridad de L (o)’ Nosse
o0 = — 00 =
0 si L<O 0 si L <0 sabe, es una
indeterminacion
ot st L>] o L 0 si L>1
10 si 0<L<1 L™ |40 si 0<L<1 No se sabe, es una
indeterminacién

Ejemplo: Calcula:

. 3
a) [im (5— 2X3)= 5— 2'(— 00) (el 5 es despreciable en una suma o resta con o )= —2'(— OO) = +00

X—>—00

oy 1M (x* +1000))) - (o0)f +Ino0) = (+0)+ (+

c)

x—0*
B B -7 -7
D T T T w) qe
o 1ImB—xf = (-o0f f = (+ 0 =400
f) lim2™> =27 = :4]-00 ZLZO
X—>+0 2 + 00
im—2-~2 _=2_ _
8 ot X3 (0+)3 0t
. X*-Bbx 9-15 -6
h lim = — =— =+
x> X—-3 3 -3 0

) limInx =—o0

x—0"

13

00) = +00

lim (5—2x° }Inx = (5 20°) {~00) = 5{(—0) = —o0
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p lim (2% +37)= |im[2X+3ixj=2+°°+ oot o4 0 = 40

X—>+00 X—>+00 3 N + o0
In x In x — o0
lim X=lim— = lim = = 400
k) x—0* Iogz x—0" In* x—»0" —(0.916... —0.9106..
5
nnm@X—$Q=|m{éﬂn%j:2m—§%:o+—§ﬁﬂr—cm»:_w

CASO ESPECIAL %

Vamos a estudiar este caso mediante ejemplos, para ver cdmo se trata.

Ejemplo: Calcula:

Xx-6 -2 =2

lim = = L o .
a) ot X —4  A—4 0 Como vemos es de la forma 0’ y sabemos que va a dar infinito, pero nos interesa

sabe el signo. Pare ello hemos de estudiar los limites laterales, por la derecha y por la izquierda del 4.

x-6 -2 -2

Limite lateral derecho: li

ot X—4 4 —4 0

lim X—6 —2 —2 +00
Limite lateral izquierdo: = =—_——_ =
I x4 X—4 4 -4 0

Como vemos por cado lado se va a infinitos diferentes, — oo por la derecha y + oo por la izquierda.

li X—6
Decimos entonces que | =0

X—4 X—4

Graficamente el comportamiento de la funcién lo podemos ver en el siguiente dibujo:

g

14
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im-—%2 -2 __2
Vo (x+1?f (-1+1F 0

Calculamos los limites laterales:

Limite lateral derecho: /""", (X + 1)2 - (_ 1" 4 1)2 (O N )2 - O_+

] 2 2 2 2
Limite lateral izquierdo: XI_I)r_Tll, (X N 1)2 = (_ 1+ 1)2 = (O_ )2 = O_+ = 400

En este caso, por ambos lados, los dos limites laterales son + o0

Por tano concluimos que: lim 7 = T
x>1(x +1)

Gréficamente el comportamiento es como sigue:

. X+1 3 3
x>2xX°=2x 4-4 0
Calculamos los limites laterales:
li X+1 li X+1 3
Limite lateral derecho: 1M — = 1im =

o2 X2—2X  xo2 X-(x—2) 2'-0°

Hemos sacado factor comun para resolverlo mejor

- x+1 N\ X+1 3 3
Limite lateral izquierdo: lim ————=lim

o2 X2 —2X o7 X-(x—2) 2 -0 0

—0

Como vemos por cado lado se va a infinitos diferentes, — oo por la izquierda y + o0 por la derecha.

15
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Ii X+1
Decimos entonces que xl @

-2 X% —2X

Graficamente el comportamiento de la funcién lo podemos ver en el siguiente dibujo:

i
|
|
|
|
|
|
|
T E3 S
I
|
|
|
|
|
I

RESOLUCION DE INDETERMINACIONES

En el calculo de limites hay una serie de situaciones que se llaman indeterminaciones y que se han de resolver de una
manera un poco mas complicada, pues el valor del limite no se puede conocer de manera inmediata. Es fundamental
hacer ejercicios en abundancia para aprender los métodos.

Las indeterminaciones son:

0
i — 0.0 00 — 00 0° o0? 1~
0 0

En el libro también aparece como indeterminacién 6, pero nosotros no la tratamos como tal, y ademads ya ha sido

estudiado con ejemplos y normalmente habrd que hacer limites laterales, como hemos visto en el ejemplo anterior.

o0
Indeterminacion —
o0

Normalmente se resuelven tomando el término o términos dominantes del numerador y del denominador. Los términos
dominantes son los de mayor exponente o grado. Veamos ejemplos.

Ejemplo: Calcular

. —3x*+2x-3
a) lim — = (tomamos el término de grado 3 en el numerador y el de grado 2 en el denominador,
X—>+00 X —
. =3 . —3X
que son los dominantes) = lim >— = (simplificamos)= Iim —=-o0
x>0 X x—+0 ]

NOTA: Si el numerador tiene mayor grado que el denominador el limite es infinito y el sigho habra gue

estudiarlo

16
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7x* +2x-3 o TXt 7

b) 1im ———,——— =(tomamos los dominantes) lim —- =
X—>—0 3x*+8 x——0 3X

NOTA: Si el numerador tiene igual grado que el denominador el limite es finito v es el cociente de los

coeficientes

7 1
c o3P -2x+1 . 3x? 3x? ] SN 3 ,
c) lim = |lim = |im = =(operamos) lim 3:x 2 = lim 3:Xx ® =(como tiene exponente
X—>+0 3 X7 —X X—>-+00 31X7 X—>+00 / X—>+0 X—>+00
. . 3 3
negativo, lo llevamos al denominador) = lim — = lim — =0
X—>+00 }/ X—>+0 3 X + 00

NOTA: Si el numerador tiene menor grado que el denominador el limite es 0

Ejemplo: Calcular lim 2" -t =(tomamos los dominantes) 1im -t = lim mLA lim -t -1
- e 4 —Vt° +t t_’+°°4t3—\/t—6 toto 412 —1% towo 32 3

VX3 =x-1 , X _1im x%

Ejemplo: Calcular lim ——————— = (tomamos los de mayor grado, dominantes) lim
X—>400 3[8X +2 ( yore )x—>+oo 3[8)( x—>+oo3{/_x
3.4 L
x2 3 x® ¥
lim = lim —=lim — =400
X—40 D X—+0 D X—+0 P

Indeterminacion 6

Lo habitual en este tipo de indeterminaciones es descomponer numerador y denominador en factores (sacando factor
comun, por Ruffini, etc.) para poder simplificar el factor que vale 0 en el limite.

Otras veces si aparecen funciones irracionales (con raices cuadradas) se multiplica por el conjugado

Veamos ejemplos:

3_

, X
Ejemplo: Calcular lim 5

0
= (al sustituir x por 2 resulta —, aplicamos Ruffini al numerador conel 2y en el
x>2 X —4 0

. - _ _ - (x—2)(x? +2x+3)
denominador o Ruffini 0 nos damos cuenta que es una diferencia de cuadrados)= lim
-2 (x=2)(x+2)

2
(simplificamos)= Iimw
-2 (X+2)

11
=(ahora sélo queda sustituir) Z

Ejemplo: Calcular lim

- X
x-11— \/x
denominador)= lim (0 =x) @++%) = lim (x* —x) (1+‘/_)
M) @ (W)

0
= (al sustituir x por 1 resulta 6 , multiplicamos y dividimos por el conjugado del

= (sacamos factor comun en el primer factor del

17
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= (nos damos cuenta que 1- x = - (x-1) para poder simplificar) =

x{leVx)_1a+1)

numerador) = lim X(x=1) '(1+ \/;)
X

x—1 1-—

lim x(x—l)-(1+ \/;)

= (simplificamos y sustituimos) = |im 2
x—1 — (X _1) x—1 -1 -1
VX+6-3

Ejemplo: Calcular lim 5

x=>3 X -9

. AX+6-3VX+6+3 . (Vx+6)* -3 ] X+6-9
numerador) = lim——; = |lim = lim . =
>3 X =9 Jx+6+3 3(X*-9)(VXx+6+3) *3(x*-9)-(Vx+6+3)

X—3

(descomponemos el factor del denominador al ser una diferencia de cuadrados) lim
3 (x=3)-(X+3)-(VX+6+3)

0
= (al sustituir nos queda 6 , multiplicamos y dividimos por el conjugado del

s (x+3)-(WVx+6 +3) 36
Indeterminaciéon Q-0

, o 0, o
Estas indeterminaciones se transforman en las del tipo 6 6 —
o0
. -2 . N
Ejemplo: Calcular liM ———— (5X +9) = (tenemos ——(~0) =0-(—0), que es una indeterminacién) =
X—>—0 _ + 00
., —10x-18 . o . + 00 . —10x L
lim ————— =(con sélo hacer la multiplicacién se convierte en —— )= lim =(tomando términos
X—>—00 XG _2 + o0 X—>—00 [XG
. —10x . =10 -10
dominantes y operando) = lim =lim —=—=0
X—>—00 X X—>—00 X +OO

|Indeterminaci6n 00 — oo‘

iOjo! Hay algunos infinitos — infinitos que no son indeterminaciones, como:
(+00) — (—00) = +00 (—o0) — (+o0) =

Suelen aparecer en limites de funciones racionales o irracionales. La forma de resolverlos es multiplicando numerador y
denominador por el conjugado y operando convenientemente.

Ejemplo: Calcular |im (X —x*+ X) = (tenemos indeterminacién (+o0) — (+o0) , multiplicamos por el conjugado) =

X—>+0

2
' XZ_(VX2+X) ‘ —X : ., —o
m = lim

= (ahora es una indeterminaciéon —,

x>ty X2+ X x>y 4 A2+ X + 0

=X |-1
y tomamos términos dominantes) = lim ——7— = lim — =|—
X0y 4 / X—>+0 22X 2

Iim( X% +x
X—>+0
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Ejemplo: Calcular 1im [\ x* +3 X 3J (sale indeterminacién (+o0) — (4+00), usamos el conjugado) =

im (Z 3 (x_a) VX +3+(x=8) | (Vx*+3)* - (x-3] . x2+3—(x2—6x+9)=
XLTD( X"+ (X ) ( /—X +3+(X 3) XLI‘IIOO /X2+3+(X—3) X_I)Q’lw /X2+_3+(X—3)

. 6X—6 . ., 4o A .
lim = (ahora es una indeterminacién —— , y tomamos términos dominantes) = |lim ————
>+ %% +3+(x—3) +00 NG
. bX
lim—=3
X—+0 2X

Indeterminacion 1

Son llamadas de tipo e , pues al resolverlas aparece el n? e =2'71828...

X'LVQ) f(x)=1 T (00 i gOO[f (9-1]
Si tenemos que: |Im g ()() 400 , entonces aplicamos que | Im ( (X))
X—Xg
x2+x ] X% + X
Ejemplo: Calcular XI_LTO X2 _x = (vemos que la base XI_)TO Xz X =1 tiene por limite 1 al tomar términos

dominantes y el exponente + oo, luego es indeterminacién de tipo 1™ . Aplicamos la férmula dada) =

2 2 2
, X" +X ] XS +X—X"+X
lim 5x- 1 lim 5x- —
X—>+00 X5 —X X—>+00 X< —X
B = (hacemos la operacion del corchete) = =
] [ 2x . 10x2
lim 5x- > lim
ex—>+oox2_x elO

X—>+00 X~ =X
e L

1 / x+1 ,
Ejemplo: Calcular )!I_gll( 2+ X) . Vemos que al sustituir sale 1 %o =1". Luego es de tipo e pero en lugar de

aplicar la férmula directamente, como la base es una raiz la ponemos con exponente fraccionario para operar mas

facilmente.
X
1 Ixu X
/ x+1 2 1 PX
>!I—>m1( 2+ ) . Ilm (2 + X) = )!I_[pl[z + X]Z'(X+l) = (ahora aplicamos la férmula) =

) X oo - x(x+1)
x|—|>n—11{2(x+1)} (2+x-1) x|l>n—]12-(x+1)

e = e = (fijaos que no he hecho los productos pues queda ahora
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x—-1
indeterminacion 6 , Y podemos simplificar. Si hubiera multiplicado, ahora tendria que descomponer) = e =

-1

2 1 e

2
e =(si queremos podemos ponerlo en forma radical y racionalizar) = \/— =
e

Los otros tipos de indeterminaciones nos los vamos a estudiar.

7. FUNCIONES CONTINUAS

Definicion: Una funcién f es continua en un punto de abscisa X, siy sélo si cumple las tres condiciones siguientes:

a) Existe el limite de f cuando X tiende a X, (recuerdo que a veces aqui tendremos que calcular los limites
laterales en X, , pues la funcion puede venir definida de forma diferente por la izquierda de cémo esta

3 lim f (x)

X—> X ( o si hay que hacer los laterales , éstos

definida por la derecha). Matematicamente,

existen y son iguales)
b) La funcién esta definida en X, (o sea, X, € Dom(f)). Matematicamente, 3f (X,)

c) Los dos valores anteriores coinciden, es decir, XILrQ) f (X) = f (XO)

NOTA: Todas las funciones mas normales (polindmicas, racionales, irracionales, logaritmicas, exponenciales,
trigonomeétricas) son continuas en todos los puntos de su dominio. Si el punto es un extremo del dominio se podra decir
que es continua por la derecha o por la izquierda segln sea el caso)

Veamos mediante ejemplos cémo se estudia la continuidad.

' y x> -1 si x<2 _ .
Ejemplo: Sea la funcién f(X) = 4 si ) Vamos a estudiar la continuidad en X, = 2
X— SI X>

Vemos primero que a la izquierda del 2 (n2 menores que 2) la funciéon viene definida de una forma diferente (polinomio
cuadratico) a como esta definida por la derecha (n2 mayores que 2), que es una afin.

Vamos dicho esto con los apartados:

a) Porlodicho anteriormente, hemos de calcular los limites laterales, pues el global no lo podemos hacer
directamente.

lim f(x) = lim(x* -1)=3
X—>2" X—2"

lfim £ (x) = lim (x—4) = -2
x—2" x—2"
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Como vemos no coinciden, por tanto concluimos que no existe ||r721 f (X) , por tanto la funcién no puede ser
X—>

continua. Diremos en este caso que [a funcién en X, = 2 presenta una discontinuidad de salto finito y amplitud

5 (el 5 se obtiene de restar los limites laterales y calcularle el valor absoluto). Con la grafica lo veréis mejor

b) La funcion esta definida en X, =2, pues 3f (2) = 22 —1=3, aunque esto ya no es necesario, pues por el

apartado a) sabemos que es discontinua
c) Este apartado no es necesario ya

La grafica de la funcién era la siguiente y podéis observar la discontinuidad

Ejemplo: Sea ahora la funcién f (X) =+/X —3. Lo primero es ver su dominio, que sale Dom(f) = [3,+oo)

éQué pasa en X, = 3? En este caso sélo se puede calcular el limite lateral derecho pues por la izquierda del 3 la funcién

no estd definida. Aqui diremos que la funcién es continua por la derecha en X, = 3, como se ve en la grafica. Ademas

en todos los demas puntos del dominio la funcidn es continua.

ot

|
e
1
[

Ejemplo: Estudiar la continuidad de la funcidn siguiente:

4x* -9 . 3
2X+3 Sox# _E
F) = . 3
-6 Si X=-——
2
SOLUCION:

21
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Si X # _E , vemos que la funcidn viene dada por una expresién racional y no se anula el denominador (sélo de anula
3 . . ) .
en X = _E , Y éste no lo estamos considerando aun), luego podemos afirmar que f es continua en los puntos tales que

X # —g (o lo que es lo mismo en %—{—g})

Si X= _E . En este caso veamos si cumple o no las condiciones de continuidad:

a) Calculamos ahora el limite (no hacen falta calcular los laterales, pues por la izquierda y la derecha la
funcién viene definida igual)

2 — u —
tim X9 i @x+3H2X23) i ok 3= 6
X+§ 2X+3 X+§ 2X+3 X+§

0
Indeterminacion 6 . Descomponemos en factores el numerador

3
b) If (—=)=-6
) 3 =2)
2
Como vemos f(—§)= lim 4)(—9:—6,Iuego también es continua en X:—E
s 3 2X+3 2

Ejemplo: Calcular los valores que deben tomar m y n para que la siguiente funcidn sea continua en R

X+1 Si 1<x<3
f(x)= (NOTA: v significa la disyuncién 6)

X2+mx+n si x<1 v x>3

X>+mx+n si x<1
Estd funcidn se puede poner también como: f (X) = X+1 si 1<x<3

X2 +mx+n si  x>3
SOLUCION:

Si X <1, la funcién viene dada por f(X) = X2 +mx+n, que al ser un polinomio de 22 grado, sabemos que es

continua.

Si 1< X <3, lafuncién viene dada por f(X) = X+1, que igualmente es continua al ser un polinomio de primer grado.

22
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Si X >3, la funcién viene dada por f(X) = X* + mx + n, que al ser un polinomio de 22 grado, sabemos que es

continua.
Ninguna de las anteriores conclusiones nos ha aportado nada para calcular m y n.Veamos que ocurreen X =1y
X=3.
En X =1, impongamos la condicién de continuidad f (l) - |II'1T] f (X) = |Irll] f (X)
X—>. X—>.

f@=1"+ml+n=1+m+n

lim f(x) = lim x> +mx+n=1+m+n

Xx—1" x—1"

lim f(x)=limx+1=2
x—1"

x—1*
lgualando, obtenemos una primera ecuacién: 1+m+n=2

En X =3, imponemos las condiciones de continuidad:
f3=3"+m3+n=9+3m+n

lim f(x) = limx+1=4

X—3~ Xx—3"

lim f(X) = limx* +mx+n=9+3m+n

x—3* x—3*
Igualando, obtenemos una segunda ecuacién: 9+3m+n=4

Tenemos entonces un sistema de dos ecuaciones lineal con dos incégnitas, que resolvemos:

Sumamos las ecuaciones y tenemos:

{1+m+n=2 { m+n=1 {—m—nz—l
> >

9+3m+n=4 3m+n=-5 3m+n=-5
Sustituimosen M+nN=1=>-3+n=1=> n=4
—2x*+x+3 si x<1
Ejemplo: Estudiar la continuidad de la funcion f (X) = 2x -1 si 1<x<3
Inx Si X>3
SOLUCION:
23
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Lo primero que observamos es que Dom(f)=R— {3}

e Si X <1, fes continua por ser polinémica (es una funcién cuadratica)
e Sil<Xx<3,fescontinua por ser polindmica ( es una funcion afin)
e Si X>3, fes continua por ser una funcién logaritmica y su argumento (la x) es positivo

Veamos ahora que ocurre en los puntos donde la funciéon cambia de definicién:
e Enx=1

o I@®=1

o lim f(x)=lim(-2x* +x+3) =2
x—1" x—1"

o limf(x)=Ilim(2x-1) =1
x—1* x—1*

Como vemos presenta una discontinuidad de salto finito y amplitud 1

e EnXx=3
o No existe f(3), pues no es del dominio. Ya sabemos que no es continua, pero veamos si es evitable.
o lim f(x)= limInx=1In3

x—3*" x—3*"
o lim f(x) = lim(2x-1) =5
x—3" x—3"

Vemos que presenta discontinuidad no evitable de salto finito y amplitud (5 - In3)

x> +4x+3 si -5<x<-1

2 Si x=-1
Ejemplo: Estudiar la continuidad de la funcién ¢ (X)=1 —2x2+2 si —l<x<l enX= -lyx=1
2 Si x=1

x> —4x+3 si  1<x<5

SOLUCION:
e Enx=-1
o I(-DH=2
o lim f(x)= lim (x* +4x+3)=0
X—-1" X—-1"

o lim f(x)= lim (-2x*+2)=0
x—-1" x—-1""
Presenta una discontinuidad evitable, pues bastaria redefinir f(—1) =0 y ya la funcién seria continua

e En X=1, esanélogo
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