Matemdticas Aplicadas 42 ESO
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Matemdticas Aplicadas 42 ESO
1. ECUACIONES DE PRIMER Y SEGUNDO GRADO

Una ecuacidn es una igualdad algebraica que Unicamente es cierta para algunos valores de las incégnitas. Los valores
de las incdgnitas que hacen cierta la igualdad son las soluciones de la ecuacién.

Resolver una ecuacion es encontrar sus soluciones, es decir, los valores que al sustituirlos en la ecuacién la
convierten en una identidad numérica.

Comprobar la solucidn consiste en sustituirla en la ecuacién y ver si la igualdad obtenida es una identidad.
Hay que diferenciar una ecuacién de una identidad algebraica como X(X + 2) = X% +2X que es cierta para todo
valor de x.

Las ecuaciones pueden tener una Unica incégnita, o mas de una. Pueden ser polindmicas o de otro tipo (exponencial,
racional, irracional...). En las ecuaciones polindmicas los exponentes de las incdgnitas son nimeros naturales.
Pueden ser de primer grado, si el exponente mas alto de la incégnita es uno, de segundo grado si es dos...

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucion.
Los miembros de una ecuacién son cada una de las expresiones que aparecen a ambos lados del signo igual.

Los términos son los sumandos que forman los miembros.

| Primer miembro | | Segundo miembro |
T T
2 -3 = 3x+2
N N

| Terminos |

Ecuaciones de primer grado

Son del tipo ax+b =0, con a # 0 en forma reducida.

En general para resolver una ecuacion de primer grado debemos seguir los siguientes pasos:
19 Quitar paréntesis.

29 Quitar denominadores.

32 Agrupar los términos en x en un miembro y los términos independientes en el otro.

42 Reducir los términos semejantes.

592 Despejar la incégnita.

Veamos ejemplos de resolucidn de ecuaciones de primer grado:

Eiemplo: Resuelve 2-(2X—3) =6+ X

Quitamos paréntesis: 4X—6 =6+ X

Agrupamos términos y sumamos: 4X—X=6+6=3x=12
: . 12
Despejamos la incégnita: X = ? =|x=4

_ x-1 x-3
Eiemplo: Resuelve T_T =-1

Quitamos denominadores, para ello en primer lugar hallamos el minimo comun multiplo.

m.c.m.(6,2) =6 y ponemos comun denominador:
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x-1 3-(x=3) _6-(-1)
6 6 6

Quitamos ahora el comun denominador: X—1—3-(Xx—3) =—6

Quitamos paréntesis, agrupamos y sumamos los términos semejantes:

X—1-3X+9=-"06=>Xx-3x=-6+1-9= 2x=-14

. o —14
Despejamos la incognita: X = —2 =|X=7

Ejemplo: Resuelve %(2X+4) =X+19

X+12
Nos queda operando: 2 =Xx+19

Pasamos el 4 multiplicando al otro miembro o bien hacemos comin denominador, que es lo mismo:
6x+12 =4(x+19)

Hacemos el paréntesis:

6X+12 = 4x+76 = 6X—4x =76—12 = 2x =64 = x:6?4:>

Ejemplo: Resuelve la ecuacion: 3X+1—21_2X _ox-4 +B
' L7 3 14 6

Hacemos primero el producto para que nos queden las fracciones sin nada raro:
3x+1 2—4x_—5x—4+7x
7 3 14 6

Calculamos el comun denominador:
m.c.m.(7,3,14,6) =42

6(3x+1) 14(2-4X) _3(-5x-4) 77x
42 42 42 42

Quitamos denominador y operamos los paréntesis:
6(3x+1) —14(2—-4x) =3(-5x—4) +49x =
18X+6—-28+56X =—15X —12+49X = 74X —22 =—-12+ 34X = 74X—34Xx=-12+22 =

40x:10:>x:£:> x=1
40 4

Ejercicio 1. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:
a) 5(7x+6) =65 b) 2x+7=-7((3x—2)—8x ¢)2x—6(9+5X) =4(X+6)+7
dy1- X = X &)1+ (4x—6) = -2 x4, 2= _1-x

3 3 2 3 2 4

3 1 1(5x 3X X-1 x-5 x+5

1-—(x—=)=06x hy=| —-1|=— i ~ =

9 2( 3) )5(3 j 10 ) 4 36 9
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3x+1 2-4x _—5x—-4 7x X—2 ~ 9-4X

. 2 4
) - 3 w e k) E{x—(l—Tj}l:x 1) 2(3—4X)+?(x—2):2x

Ejercicio 2: En el colegio de Miguel hay un total de 1230 estudiantes (alumnos y alumnas). Si el nimero de alumnas
supera en 150 al nimero de alumnos, écuantas alumnas hay en total?

Ejercicio 3: Se tiene el mismo nimero de cajas de manzanas que de limones. Si en una caja de manzanas caben 13
unidades y en una de limones caben 17, écuantas cajas se tiene si hay un total de 180 frutas?

Ejercicio 4: Encontrar el nimero que cumple que la suma de su doble y de su triple es igual a 100.

Ejercicio 5: Encontrar dos niumeros positivos y consecutivos de modo que su la suma de sus dobles sea igual al triple
del mayor de los dos numeros.

Ejercicio 6: Hallar el nimero positivo de tres cifras cuyas segunda y tercera cifra son el doble de la primera de modo
gue la suma de las dos primeras cifras es 9.

Ejercicio 7: El padre de Andrés tiene 30 aflos mas que él y su madre tiene 5 afios menos que su padre. Averiguar la
edad de actual de Andrés sabiendo que la suma de las edades de sus padres es 7 veces la edad de Andrés.

Ejercicio 8: Buscar un niumero positivo de modo que al sumarlo con su doble se obtenga el triple de dicho nimero.

Ecuaciones de segundo grado

La forma general de una ecuacién de segundo grado es:
a-x>+b-x+c=0 con el nimero real a=0 pues sino seria una ecuacién de primer grado.

Por comodidad, resolveremos la ecuacién de tres formas distintas segun los valores de los coeficientes by C.
Se llama discriminante y se representa por A a:
2
A=b°—-4-a-c

El sigho de A nos permite conocer el tipo de soluciones de la ecuacién:
- Si A>0, hay dos soluciones reales distintas.
- Si A=0, hay dos soluciones reales iguales.
- Si A<0, no hay soluciones reales.

Caso1:Si b=0yc =0, se dice que la ecuacion es completa y sus soluciones las proporciona la férmula

o ~b+b*-4-a-c

2-a
Ejemplo: Resuelve X*+5-X+6=0
X_—5+1_ 5
_+ﬂ/2__' 54452 _24.1. £ = =—
Aplicamos la formula X = b+ b 4ac: SRR 416:>X2 5—\/i:> 2
2-a 2-1 2 -5-1

En los siguientes casos, las ecuaciones se dice que son incompletas:
Caso 2:Si b=0yc =0, laecuacion es de la forma a- x*+¢c=0 y las soluciones son

—
a

4
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Ejemplo: Resuelve 2x* —32=0

X
Xx=4

Las soluciones son X = i\/—g = i\/—_TBZ = ix/]z: {

Caso 3:Si b0y c=0, laecuacion es de la forma a-x*+b-x=0
Para resolverla sacamos factor comuin la X:

x=0
X-(a-x+b)=0= 0

a-x+b:0:x:—9
a

Ejemplo: Resuelve 2x* —10x =0
Para resolverla sacamos factor comuin la X:

x=0
X-(2-x-10)=0= 0

2-x—10:0:>x:%:5

Caso4:Si b=0yc=0, laecuacion es de la forma a- x*=0
La Unica solucién es X=0

Ejemplo: Resuelve 7x? =0
La Unica solucién es X=0

Ejercicio 9: Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

a)X°+2x+1=0 b) 4x*+ 5Xx—6=0 )X =2+X

d) 2x* +3=5x e)x*+8x=0 f) x> +3x+5=0

g)13x% =0 h)12-3x* =0 i)x(2x - 3) - 3(5 - x) =83
D8(2 —x)"=2(8 —x)° k) 6x2+ 42x = 0 ) (x — 2)(x + 5)=9x+10

m) X’ 17x +52 =0 n) (x+13)2=(x+12)2+(x—5)2 i) (2x+6)(2x—6) =(2x+9)(3x—4)
Ejercicio 10: El producto de dos nimeros naturales consecutivos es 272. ¢ Cuales son esos numeros?

Ejercicio 11: Halla dos numeros naturales tales que su suma es 28 y la diferencia de sus cuadrados es 56.

Ejercicio 12: Halla el lado de un cuadrado tal que la suma de su area mas su perimetro es numéricamente igual a
252.

2. ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR A DOS. ECUACIONES
BICUADRADAS

Ecuaciones bicuadradas

Las ecuaciones bicuadradas son ecuaciones que tienen una forma similar a las ecuaciones de segundo grado
completas.
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Son ecuaciones de cuarto grado, que tienen términos con x elevada a 4, x elevada a 2 y sélo con nimero. Al ser de
cuarto grado, pueden tener hasta 4 soluciones.

Son de la forma: a-x*+b-x*+c=0

Las ecuaciones bicuadradas se resuelven casi igual que las ecuaciones de segundo grado completas, pero con la
diferencia de que antes es necesario realizar un cambio de variable y al final, deshacer éste cambio para obtener las
cuatro soluciones finales. Veamos como se hace:

1. Partimos de la ecuacién bicuadrada a-x* +b-x* +c=0 y realizamos un cambio de variable. Esto se hace

porque necesitamos que le ecuacidn bicuadrada tenga la misma forma que una ecuacién de segundo grado
2 _ X4

completa. El cambio de variable que hay que realizar es el siguiente: { , Y la nueva ecuacién queda de
t=x
la siguiente forma: a-t>+b-t+c=0
2. Aplicamos la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado completas a la ecuacién con la
nueva variable, de donde obtendremos dos soluciones:

_-bxyb*-4.a-c
2-a 2

3. Hemos obtenido 2 soluciones, pero con nuestra nueva variable t. Necesitamos deshacer el cambio de
variable para llegar a las 4 soluciones de X de la ecuacidn original.

. . t
= (y nos pueden salir dos soluciones)= {tl

t

Es decir, a partir del cambio de x* =t, como ya conocemos t, despejamos la X
X2 =t, = x=%ft,
X2 =t, = x=%1t,

Veamos con un ejemplo la aplicacién de esta explicacion:

Ejemplo: Resuelve x* —34-x*+225=0

2 4

t°=x
Hacemos el cambio { oy y nos queda la ecuacion de 29 grado: t? —34-t+225=0
=X

Procedemos a resolverla por la férmula:

_—bx\b’—4-a-c —(-34)*/(-34)?-4-1.225 +34+./1156-900 +34++/256 34+16 .

t
2-a 2-1 2 2 2
34+16
t_34J_r16_t1_ 2 =2
2 t2:34—16:9
2

Ahora deshacemos el cambio:

X, =5

Para X2:t1:25:>X:ix/E:>{X
2 =

X, =
3 Como observamos hay 4 soluciones 5, -5, 3 y -3.

X, =—

Para X2=t2=9:>X=i«/§:>{

Ejercicio 13: Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:

a) x*-10x2+9=0 b) x*-13x2+36=0 ¢)x*— 61x2 =—900
d) 2x* +3=5x e)x*—=x*=0 f)x* = 25x2 — 144
6
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gx'—16x2 - 225 =0 hx'+52+4=0 i)x"+5x2 —-36 =0

Ecuaciones de grado superior a dos

Para resolver ecuaciones de este tipo aplicamos la descomposicion factorial de polinomios que hemos dado
en la unidad anterior. Veamos con ejemplos como se hacen

Ejemplo: Resuelve la ecuacion x*+ 2x°— 5x— 6 = 0

Se trata de una ecuacion de tercer grado.

. . . . . . s 3 2
Consideremos el polinomio dado en el primer miembro de la ecuacién X* + 2X° — 5X— 6y vamos a descomponerlo
en factores, aplicando Ruffini sucesivamente.

Las posibles raices son los divisores de +6: +1,+2,+3,+6 y ahora Ruffini. No ponemos los que no dan resto 0

1 2 -5 -6
-1 -1 -1 6

1 1 -6 0
2 2 6

1 3 0
-3 -3

1 0

Ya tenemos descompuesto el polinomio X° + 2x* — 5x— 6=1-(x+3)-(x=2)-(x+1)

Volvemos a la ecuacion (x+3)-(x—2)-(x+1)=0 que como vemos es el producto de tres factores igualado a 0.

Para que el producto sea 0, alguno de los factores debe ser nulo, y de ello obtenemos tres ecuaciones de primer
grado que ya sabemos resolver:

X+3=0 X=-3
(x+3)-(x—2)-(x+1)=0= 1 x—2=0Las soluciones son: < X =2
X+1=0 x=-1

Ejemplo: Resuelve la ecuacién: x* —x=0
En este caso primero aplicamos la extraccion de factor comdn: x-(x*—=1)=0
Ilgualamos cada factor a O:

x=0

X2-1=0=>x2=1=>x=4+/1=+1

x-(xz—l):O{

Hay 3 soluciones x=0,x=1x=-1

Ejercicio 14: Resuelve las siguientes ecuaciones de grado superior a 2:

X - 2x*—x+2=0  b)x*+5x*=x+5 O2X*+x3 -8 —x+6=0
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d)x*+x*— 5x+ 3=0  e)x’—2x*+4x-8=0 )X’ +2x2+2x +1=0
0) X3 +3x2-4x-12=0 h)2x*-5+5x—2 = 0 i)xX°—2Xx"-3x°+6x2+2x—4 = 0

3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. METODOS DE RESOLUCION

a-x+b-y c
Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas serd de la forma: {d ¢ en forma reducida
‘X+e-y

donde a,b,d,e son los coeficientes, X, Y son las incégnitasy C, f son los términos independientes.

Eiemplo: Son sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas:

x-2 3y+1l_

{2x+3y:—1 {x+3y:5 3 2
X+y=2 X—-5y=3 )(_1—25y:3

5

(este sistema no esta en forma reducida)

Veamos como se resuelven por diferentes métodos y mediante ejemplos:

METODO DE SUSTITUCION

1. Se despeja una incégnita de una ecuacién (la que te parezca mas facil de despejar)

2. Se sustituye en la otra ecuacién, quedando una ecuaciéon de primer grado.

3. Seresuelve la ecuacion.

4. Elvalor obtenido para la incognita lo sustituyes en una de las ecuaciones y operando sacas la otra.

jAtencion!! En el paso 3 pueden suceder tres situaciones:

- Sillegas a 0 = 0 entonces hay infinitas soluciones

- Sillegas a 0 = k (k distinto de cero) no hay solucién

- Si llegas a un valor entonces hay una solucion unica y haces el paso 4
Veamos un ejemplo:

10
7

3X—-2y
X+ 3y

Eiemplo: Resuelve por sustitucion el sistema: {

1. Despejamos una incognita (la que queramos) de una de las ecuaciones, en este caso de la 22 ecuacion, la

X",
3x-2y = 10
x+3y = 7 = x=7-3y (hemoselegidola més facil de despejar)

2. Sustituimos el valor de la incdgnita despejada en su lugar en la otra ecuacién

3x—-2y =10=3{(7-3y)-2y =10

3. Resolvemos la ecuacidn obtenida en (b)
3(-3y)-2y=10=21-9y-2y=10= -9y -2y =10-21=-11y =-11

=11y=11=Yy=1

4. Volvemos a la ecuacion de la incdgnita despejada al principio, para calcular el valor de esa incégnita

Xx=7-3y=>x=7-31=x=7-3=X=4
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5. Damos la solucidn

y=1

Ejercicio 15: Resuelve por sustitucion los siguientes sistemas:

2 {—2x+ y = -8 b) {2x+3y:—1
4x+5y = 2 X+y=2

9 {x+3y:5 . {2x+3y:9
X—-5y=3 4x+10y =6

METODO DE IGUALACION

1. Se despejala misma incégnita de las dos ecuaciones (la que te parezca mas facil de despejar)
Se igualan las expresiones quedando una ecuacion con una incégnita
Se resuelve la ecuacion

P W

El valor obtenido para la incognita lo sustituyes en una de las ecuaciones y operando sacas la otra. También
se puede sustituir en una de las dos ecuaciones obtenidas en el punto 1.

jAtencidn!! En el paso 3 pueden suceder las tres situaciones descritas anteriormente Este método es util cuando
la misma incégnita aparece ya despejada de las dos ecuaciones, en otro caso es mas conveniente emplear
cualquiera de los otros métodos pues son mas cortos.

5
4

—2X+3y

Eiemplo: Resolver por igualacién el sistema
4x+y

1. Despejamos la misma incégnita (la que resulte mas comoda) de las dos ecuaciones. En este sistema vamos a
despejar la incégnita "'y"

5+2x

—-2X+3y=5 = 3y=5+2Xx = y= 3

dx+y=4 = y=4-4x
2. lgualamos las expresiones obtenidas.

_5+2X

3
y =4—-4x

:>5+2X:4—4x

3. Resolvemos la ecuaciéon obtenida.

SH2X_ g gy 22X 21X o o 10 1ox s 2x412x=12-5—>14x =T
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4. Calculamos la otra incdgnita sustituyendo el valor de la incdgnita obtenida en cualquiera de las dos

expresiones obtenidas al principio, en (a), se elige la mas facil.
1 _
y=4-4x=y=4-4-=y=4-2= y=2

5. Se dala solucién:

Ejercicio 16: Resuelve por igualacién los siguientes sistemas:

) {x+3y:5 X {2x+3y=—1
X—-5y=3 X+y=2
{x+3y=5 . {2x+3y=9

X—5y=3 4x+10y =6

METODO DE REDUCCION

Antes de desarrollar este método recuerda que dada una ecuacién ax+by = c, otra equivalente (con las mismas

soluciones) se puede obtener multiplicando toda la ecuacién por un nidmero distinto de cero.

Asi las siguientes ecuaciones tienen las mismas soluciones 2x + y = 1, 10x + 5y = 5, 4x +2y = 2.

Para aplicar el método de reduccion se multiplicaran las dos ecuaciones o una de ellas por un nimero conveniente
de manera que una de las incégnitas tenga el mismo coeficiente cambiado de signo en las dos ecuaciones.

Se elige la incégnita (la que te parezca mas facil)
Se hace que los coeficientes de dicha incégnita en las dos ecuaciones sean opuestos.
Se suman las dos ecuaciones quedando una ecuacién con una incdgnita que se resuelve.

P wnhe

Se sustituye en cualquiera de las dos ecuaciones.

jAtencidn!! En el paso 3 pueden suceder las tres situaciones descritas anteriormente.

5
4

—2X+3y
4x+y

Eiemplo: Resuelve por reduccidn el sistema {

1. Elegimos la incdgnita a reducir, por ejemplo, en este caso, la Y
2. Multiplicamos por (-3) la segunda ecuacion
-2x+3y = 5
{—12x -3y = -12
3. Sumamos las dos ecuaciones y de esa manera la Y desaparece y podemos calcular facilmente la otra

incégnita, X

10
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—-2X+3y = 5
-12x-3y = -12
—14x =—/ —7 1
S X=——=X==
-14 2

4. Sustituimos en una de las ecuaciones y calculamos la incognita Yy, en este caso en la primera ecuacion:
1
4E+y=¢:2+y=¢:y=2

5. Damos la solucién

Ejercicio 17: Resuelve por reduccidn los siguientes sistemas:

| X+3y=5 ) 2x+3y=-1
d
X—5y=3 3X+y=2
) 2X+3y=7 g 2X+3y=9
C
3x-5y=1 4x+10y =6

Ejercicio 18: Resuelve los siguientes sistemas por el método que consideres mds conveniente:

2x+4y =10 b) Sy —3x—72=5xX

2X+y=7 15x=y-1
{3x 3y=12 x—y=1

d
5x+2y+8=0 ) 3§+§X:5
5 4

LA 3X+5=2y+1

4 3 X—9=1-5y

X Y 4

8 3

X Xx=2y+1
S+dy=1 h {2x-1 2y-3 5
X+2y=1 3 2 2

11
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