Matemadticas Il 22 Bachillerato

HOJA 1 DE EJERCICIOS PROPUESTOS
UNIDAD 10: GEOMETRIA AFiN DEL ESPACIO

Ejercicio 1: Considera los puntos A(1,1,1),B(2,2,2),C(1,1,0) y D(,0,0),
a) Hallala ecuacidn del plano que contiene a los puntos A y B y no corta a la recta determinada por C y D.
b) Halla las ecuaciones de la recta determinada por los puntos medios de los segmentos AB y CD.
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Ejercicio 2: Sabiendo que las rectas r = y s= se cortan, determina a y el punto
X—-y = 2 2X+12 = a
de corte.
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P . X+zZ—a 0
Ejercicio 3: Consideralarecta r = 1 0 yelplano 7=2x-y=b.
y-az—

a) Determina a y b sabiendo que r esta contenidaen 7.
b) Halla la ecuacion de un plano que contenga a r y sea perpendiculara z.
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Matemadticas Il 22 Bachillerato
Ejercicio 4: Calcula a sabiendo que los planos ax+y—7z=-5y X+ 2y+ a’z =8 se cortan en una recta que pasa
por el punto A(O 2,1) pero que no pasa por el punto B(6,-3,2).
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Ejercicio 5: Con5|dera Ios tres planos 7, =X+y+z=1, 7, =X-y+2= 2 y m,=3X+Yy+3z2=5.

éSe cortan 7, y «, ? éHay algun punto que pertenezca a los tres planos?
Sol:

Estudiemos el sistema de dos ecuaciones y tres incognitas determinado por las ecuaciones de los dos
planos:

7
FHAH
"'T—“-?— ’i 1l B— ——

+HH :

X+y+z=1 1 1 1 1 1 11
Como se observa: rang(A)=rang =2 =rang(A*) =rang <3=n°
X—y+2=2 1 -11 1 -11 2
incog.

Por el teorema de Rouché-Frébenius, se trata de un sistema compatible indeterminado (infinatas
soluciones), es decir, los planos 7z, y z, se cortan en una recta.

X+y+z=1
Veamos si los tres planos se cortan en algln punto estudiando el sistema asociado: < x—y+z=2
3X+y+3z=5
Rango matriz de coeficientes:
1 1 1
A=l -1 1]=-3+3+1+3-1-3=0= rang(A)<2
3 1 3

1 1
Como el menor de orden 2: ‘1 ]J=—2 =0, tenemos pues que rang(A) =2

Rango matriz ampliada:
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1 1 11 1 11
A*=|1 -1 1 2 |Menoresdeorden3: [A=|1 -1 1/=0
3 1 35 3 1 3
1 1 1

1 -1 2|=-5+6+1+3-2-5=-2+#0= rang(A) =2 = rang(A*)=3= Por el teorema de Rouché-
3 1 5

Frobenius, se trata de un sistema incompatible, por tanto, no hay corte entre los tres planos.

L - x=1 y+1 . x=1
Ejercicio 6: Dada la recta r definida por = :T =-z+3 ylarecta s definida por

2y—z=-2
a) Hallala ecuacidn del plano que pasa por el origen y contienea r.
b) Halla la ecuacidn del plano que contienea s y es paraleloa r.
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Ejercicio 7: Sean los puntos A(0,0,1),B(1,0,-1),C(0,1,-2) y D(,2,0)
a) Halla la ecuacién del plano 7 determinado por los puntos A,ByC.
b) Demuestra que los cuatro puntos no son coplanarios.
Sol:
a) Vamos a tomar como vectores directores AB = (1,0,—-2) y AC =(0,1,—3) y por ejemplo el punto por
Xy z-—
donde pasa A(0,0,1) . Asi z=|1 0 -2|=0=>7=z-1+2x+3y=0= 7=2x+3y+2z-1=0
0 1 -3
b) Si fueran coplanarios, el punto D habria de pertenecer al plano . Sustituimos D en la ecuacion
del plano 7: 21+32+0-1=7=0= A,B,C y D no son coplanarios.

Ejercicio 8: De un paralelogramo ABCD conocemos tres vértices consecutivos A(2,-1,0),B(-2,1.0) y C(0,1,2).
Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al plano que lo contiene.
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Ejercicio 9: Sean las rectas r E{
X+z =
a) Determina el punto de interseccién de ambas rectas.
b) Calcula la ecuacion general del plano que las contiene.
Sol:
Xx=1-1
a) Pasamos larecta s a paramétricas: s=1y=-1+64. Consideremos un punto genérico de la recta s
71=21
a partir de las paramétricas: A (1-1,-1+64,24) y ahora imponemos que A er, para poder
calcular 1.
1-1-1+64-21 = 6 (31=6=>4=2 L : - ]
" = - (NOTA: Si hubiesen salido 2 distintos, no tendrian punto de
1-A+24 = 3 A=2

corte y por tanto no serian secantes)
El punto de corte es por tanto para 1=2= A(1-2,-1+12,4)= A(-1,11,4)
b) Para determinar el plano 7 que contiene a las dos rectas (que existe puesto que son secantes)

necesitamos un punto y dos vectores directores. Como punto podemos usar A(-1,11,4) calculado
en el apartado anterior o bien B(1,-1,0) que es inmediato a partir de las ecuaciones de s

Los vectores los obtenemos de los vectores directores de las dos rectas. Obviamente u, = (-1,6,2) y

calculamos el director de r pasando ésta a paramétricas haciendo x=A:

X=A
=r=y=9-21=u, =(1,-2,-1)

{/1+y—z = 6 {y=6—1+3—/1:>y=9—2/1
r= =
z=3-1

A+1z 3 Z=3-A
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Luego el plano solicitado es, tomando el punto B(1,-1,0):

x=-1 y+1 z
r=|-1 6 2(=0=2>72=-6(Xx-D)+2(y+D)+22-62+4(x-)—-(y+)=0= n=-2x+y—4z+3=0
1 -2 -

Ejercicio 10: Considera los puntos A(L,2,1) y B(-10,3).
a) Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento AB en tres partes iguales.
b) Halla la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A.
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Ejercicio 11: Sean los puntos A(1,1,1), B(-1, 2,0),C(2,1, 2) yD(t,-2,2)

a) Determina el valor de t paraque A,B,C y D sean coplanarios.

b) Halla la ecuacidn de un plano perpendicular al segmento determinado por Ay B, que contenga al punto C .
Sol:

a) Vamos a calcular el plano que pasa por los puntos A,By C y después imponemos que D
pertenezca a dicho plano y de ahi obtendremos t.
AB =(-2,1,-1)
AC =(1,0,2)

y tomemos el punto A(L,11), luego:

Los vectores directores de ese plano son: {
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x-1 y-1 z-
r=|-2 1 -1|1=0=> 7=x-1-y+1-2+1+2y-2=0=>7=x+y—-2z-1=0
1 0 1
Si D(t,-2,2) ez =>t-2-2-1=0=>1t=5
b) El vector Ez(—Z,L—l) es el vector normal del plano pedido = r=-2x+y-z+M =0
Como C(21,2)er=—-4+1-2+M=0= M =5
El plano pedido es 7 =-2x+y-z+5=0

x=2y+11 =
Ejercicio 12: Halla la ecuacidn del plano que es paralelo a la recta r = {2 y 19 y contiene a la recta
y+z-— =
x=1-54
S=qy=-2+31
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Ejercicio 13: Considera los planos 7,7, Y 7, dados respectivamente por las ecuaciones:
Xx+y=1, ay+z=0 y x+(1+a)y+az=a+1.
a) ¢Cuanto ha devaler a para que no tengan ningln punto en comun?
b) Para a=0, determina la posicion relativa de los planos.
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Ejercicio 14: Considera el punto P(1,0,0), la recta r definida por X—3=%=%l y larecta s definida por

(x,¥,2)=(110)+ A(-1,2,0).

a) Estudia la posicidn relativa de las dos rectas.

b) Halla la ecuacion del plano que pasando por P es paraleloar y s.
Sol:

3,0,-1 1,10
a) Tenemos por los datos que r E{HA( ) yque s= {_,AS( )
u, =@,2,-2) u, =(-1,2,0)

. 1 2 2 .
Como rang(u,,u,) = rang( L2 o j: 2 (pues no son proporcionales)=r y s se cortan o se cruzan

Tenemos que AA =(-2,11).

-2 1 1
Estudiemos ahora el rang(AA,u,,u)=rang| 1 2 -2
-1 2 0
-2 1 1
Menores de orden 3: S6lo hayuno [1 2 —2/=2+2+2-8=-2%0= rang(AA,U,,U)=3=rys Se
-1 2 0

cruzan.
b) Siel plano es paralelo a r ys, sus vectores directores son los vectores directores de rys, y el

punto por donde pasa es P(1,0,0), con lo cual:

x-1 vy z
7= 1 2 2=0=2>7=2y+22+272+4Xx-4=0= 7=4X+2y+47-4=0=>r7r=2Xx+Yy+22-2=0
-1 2 0

L. . X+y+z=1
Ejercicio 15: Considera larecta r =
X—2y+3z=0

a) Determina la ecuacion del plano que contiene a r y no corta al eje OZ.

b) Calcula la proyeccidn ortogonal del punto A(L,2,1) sobrelarecta r.
| L ] 0 Y T

]

11
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Ejercicio 16: Los puntos A(-2,3,1), B(2,-1,3) y C(0,1,—2) son los vértices consecutivos del paralelogramo ABCD .
a) Hallalas coordenadas del vértice D.

b) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por B y es paralela a la diagonal AC.
c) Hallala ecuacidn del plano que contiene a paralelogramo.
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Matemadticas Il 22 Bachillerato
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o 2x+y-mz=2 .
Ejercicio 17: Sea larecta r dada por m y el plano 7 definido por X+ my -z =1.
X—y—z2=—

a) ¢Existe algun valor de m paraelque 7 y r son paralelos?
b) ¢Para qué valor de m estd la recta contenida en el plano?
c) ¢Cudl es la posicion relativa de la recta y el plano para m=07?

Estudiemos el sistema de ecuaciones asociado y después respondemos a los apartados: (lo hacemos de
forma resumida)

2X+y-mz=2 2 1 —-m me—1
x—y-z=-m=>A=|1 -1 -1|=|A=-m’+m+2. lgualamos a 0: —m2+m+2=O:{ -

m=2
X+my—z=1 1 m -1
CASO 1. CASO2: m=-1=> 2X+y—-22=2
m#-1,-2= rang(A) =3 2x+y+z=2 CASO2: m=2={ x-y-z=-2
rang(A*) =3 Por R-F es un X—y-z=1 x+2y—z=1
SCD X-y-z=1

rang(A) =2 y rang(A*) =3 (lo hacéis
= rang(A) =rang(A*)=2<3=n° | yosotros) = Por R-F es un Sl

incognitas = Por R-F es un SCI

a) Si 7 y r sonparalelos= 7 y r no se cortan, es decir, el sistema asociado ha de ser incompatible,
luego m=2.

b) Si la recta contenida en el plano= el sistema asociado ha de ser compatible indeterminado =
m=-1,

c) Cuando m=0 = el sistema asociado es compatible determinado (una Unica solucién) = = y r se
cortan en un solo punto (son secantes)
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