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Con los numeros naturales contamos los elementos de un conjunto (niimero cardinal). O bien expresamos
la posicién u orden que ocupa un elemento en un conjunto (ordinal). Se representa por N y sus elementos son

N={0,12 3..}

El conjunto de los nimeros enteros son los naturales y sus correspondientes negativos. Se representa por
7. y sus elementos son Z={..., -2, -1 0,1 2,...}

Graficamente se representan en una recta horizontal,

————¢ —¢—¢ —¢ —0—¢—0¢—¢ —0¢ —0¢—
5-4 .32 10 1 2 3 4 5

Un n2 entero aes menor que otro n2 entero B cuando (b —a) es positivo, o bien graficamente cuando a estd a
laizquierda de b . Se nota por a <b y graficamente es,

a b

Un n2 entero a es mayor que otro n2 entero b cuando (b —a) es negativo, o bien graficamente cuando a esta
aladerecha de b.Se nota por a > b y graficamente es,

—
b a

Un concepto asociado a los niumeros enteros es el de valor absoluto, que de manera burda consiste en convertir
al n2 en positivo si fuera negativo, y si es positivo dejarlo tal cual.

L o a si a=0
La definicidn correcta es la siguiente: |a| = )
—-a si a<O0
Ejemplos:
|-4] =-(-4) =4 |91 =9 o] =0

Se llama numero racional a todo nimero que puede representarse como el cociente de dos enteros, con
denominador distinto de cero. Matemdaticamente se expresa como sigue:

@={%tﬂ%queaez;bez;b¢o}

El concepto de potencia de un n2 racional y exponente natural es analogo al conocido para los enteros, asi por
ejemplo:
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, . . . a
Asi, se define |la potencia de base un n2 racional, B, y exponente entero como:

n n
a a
- Si el exponente es entero positivo: —| ==
b b
0
. a
- Siel exponente es cero: (E] =1

ok (3 -
> ()6 -6 CIECE
» (] ) () o [E)1(2)

NOTA: Jerarquia de operaciones:

1) Los paréntesis y/o corchetes y empezar por los mas internos
2) Potencias

3) Productos y divisiones

4) Sumas y rectas

Ejercicios resueltos:

& @-6 2 (2 -2)
5 () - 3@ -6 -
376 eTh-@-
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J -0 |E-EET-ee
G660

3. RELACIONES ENTRE LOS NUMEROS RACIONALES Y DECIMALES

Cualquier n? racional se puede expresar como un n2 decimal exacto, periddico puro (la parte decimal es sélo
periddica) o periddico mixto (la parte decimal tiene una parte no periddica) sin mas que dividir numerador entre
denominador de la forma habitual

18155 514 _ .85 272 1335
20 18 220

Andlogamente, cualquier n? decimal exacto, periddico puro o periédico mixto se puede expresar como un n2
racional. Veamos unos ejemplos,
223 o, 312-3 309 103 a 4237-423 3814 1907

2,23=— 3,12= =—— =" — 4237 =—
100 99 9 38 900 900 450

Podemos concluir entonces, que los numeros racionales equivalen al conjunto formado por los decimales exactos,
los periddicos puros y los periddicos mixtos.

4. NUMEROS IRRACIONALES. NUMEROS REALES

Hay numeros decimales con infinitas cifras decimales que no son periddicos como, por ejemplo:
3,101001000100001.... -354,145141451414145.....

A estos numeros los llamamos irracionales y se notan por | , y son aquellos nimeros que no se pueden representar
por una fraccion.

Los numeros irracionales mas conocidos son:

-  Elndmero 7: m=3,14159265.....

El namero /2 : /2 = 1,41421356....

1+\/§
2

- Elndmero de oro ¢ (numero aureo): ¢ =

=1,61803398....

- Elndmero €: €=2,7182818284.......

El conjunto de los nimeros racionales en unién con los nimeros irracionales forman el conjunto de los nimeros
reales y se denota por la letra R . Se tiene que R=QU I

Los numeros reales llenan por completo la recta, cada punto de la recta corresponde a un n2 real y viceversa. Por eso
la llamamos recta real
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Numeros reales | R — Q@uUTI |

e

Numeros Nameros
racionales irracionales

Nameros
enteros
—x
I 1

Entel_‘os o Ent.e‘ros
negativos positivos

5. INTERVALOS EN LA RECTA REAL

Simbolos matematicos

€ Pertenece a ¢ No pertenece a U Unién () Interseccidn
c Contenido en c Contenido o igual a 3 Existe YV Paratodo
<> Siy sdlosi = Implica — No ~ Aproximadamente

El intervalo abierto de extremos @ y b es el conjunto de nimeros reales comprendidos entre @ y b pero
sin incluirlos. Matematicamente se expresa asi: (a, b) = {X e Rtalesquea< x < b}

Se representa graficamente por

O | i
a b A b
6 por

-

El intervalo cerrado de extremos & y b es el conjunto de nimeros reales comprendidos entre @ y b
incluidos éstos. Matematicamente se expresa asi: [a,b]={x € R talesque a < x < b}

Se representa graficamente por

o o - -
4 b a b

6 por

El intervalo semiabierto o semicerrado de extremos @ y b es el conjunto de nimeros reales comprendidos
entre @ y b incluido uno sélo de ellos. Matematicamente se expresa asi: [a,b) = {x € Rtalesque a < x < b}
(semicerrado a la izquierda o semiabierto a la derecha)

(a, b] = {X e Rtalesquea < x < b} (semicerrado a la derecha o semiabierto a la izquierda)
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Se representa graficamente por

(a,b]
L. d &
o ©  Serellena el extremo gue entra dentro del intervalo y sin rellenar el que no esta
[a.b)
a b
Semirrectas

Las semirrectas estan determinadas por un nidmero. En una semirrecta se encuentran todos los nimeros
mayores (o menores) que él.

X>a

(a, +tw)={xeE R /a<x<+oo}

(a, +o)
- = ! ! 1 ! 1 }
a
X=>a
[a,+x)={xE R /a<x < +ux}
[a,+)
' | [l | 1 ! | }I
a
Xx<a

(-o,a)={xER /-o<x <a}

(~w,a)

T

x=<a
(-o,al={xeR /-w<x=<aj

6. APROXIMACIONES DECIMALES. REDONDEQOS Y TRUNCAMIENTOS

Una aproximacion decimal de orden n por defecto es una estimacién en la cual todas las cifras, incluida la que
indica el orden, son las mismas que en el n? original y las demas son cero.

Una aproximacién decimal de orden n por exceso es una estimacioén en la cual todas las cifras, excluida la que

indica el orden, son las mismas que en el n2 original; la que indica el orden es una unidad mas y el resto de ellas son
cero.

Ejemplo:
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Coneln? 77=3,14159265....., tenemos que la aproximacion decimal de orden 3 (a la milésima) por defecto es
T = 3,141

Y la aproximacién decimal por exceso de orden 3 (a la milésima) es 7 = 3,142

El redondeo de orden n de un n? es la mejor aproximacion decimal de orden n que se puede dar de ese nimero.
Se observa la cifra que ocupa el lugar de orden n; si la cifra siguiente es inferior a 5, el redondeo es la aproximacién
decimal por defecto vy, si es mayor o igual que 5, el redondeo es la aproximacién decimal por exceso.

Ejemplo:

Con eln? 7 =3,14159265....., tenemos que redondeo de orden 3 (a la milésima) es 7 = 3,142 pues la 42 cifra es
un 5y por tanto la milésima se aumenta en una unidad.

Ahora, el redondeo de orden 5 (a la cienmilésima) es 7 = 3,14159 pues la 62 cifra decimal es un 2, y por tanto la
cifra de la cienmilésima se queda igual.

El truncamiento de orden n de un n2 es su aproximacion decimal por defecto de orden n

Expresar un n2 en notacion cientifica es ponerlo como un producto cuya cifra de unidades es un digito del 1 al 9

seguido de una parte decimal, por una potencia de base 10 y exponente entero, a,bcd...-10"
Se suele usar para nimeros muy grandes o muy pequefios.
Ejemplos:

a) 3452 000 000 = 3,452-10° b) -0,000 000 846 = - 8,46 -10™"

Se llama raiz enésima de un n2 a, y se denota por Q/g, a otro numero b que cumple que a =b"
a=bea=h"

La expresion Q/g se llama radical, donde a se llama radicando y N se llama indice

Un mismo n2 o radical puede ser escrito de formas diferentes, usando radicales equivalentes, como por ejemplo

Para obtener radicales equivalentes basta multiplicar o dividir por un mismo n2 el indice del radical y el exponente
del radicando.

Ejemplo: Simplificar los siguientes radicales

a) 126=6'\2/F=\/§ b)W:W

Ejemplo: Extraer factores de los siguientes radicales:

b) v16a°h’ =+4%a%aZab?b’b’h = 4aabbb-/ab = 4a2b3ab

o 3/64a°2% =3/2°a°2% = 2222231 = 4a%z
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Ejemplo: Introducir factores en los siguientes radicales:

a) 35=+35=4/45 b) a’3fab = %/(a2)3 ab=%a’b

Ejemplo: Efectuar las siguientes operaciones:

2 3f_3ﬁ+5f_fﬁ:(3_3+5_ﬂjﬁ:[45—10”5—12]&:%&
3 5 3 5 15 15

b) 23/16 -53/54 + %3\/250 =28/0% _53/23% + %3\/2-53
2232 532+ %-5%/5 =432 _1532 +3/2 = 1032

Exponente fraccionario: Todo radical se puede expresar como una potencia de exponente fraccionario de la

m

siguiente forma /a™ =a"
Las propiedades de las potencias se cumplen igualmente para las potencias de exponente fraccionario.

Ejemplo: Efectua las siguientes operaciones usando exponente fraccionario:

oo

1 4
_8/95 5,95 1
=V2 b) ¥/2a* :3/2a° = 21 a3 —a’=%a

2°-a°
2 3

3 2 1
:—3{/1_2 d)@:%:@;%/g_‘?:g4:33:343:312 :1\2@
a

9. RACIONALIZACION DE DENOMINADORES

Al procedimiento por el cual eliminamos los radicales del denominador de una fraccidn se llama racionalizacidn

11 11
V22 =2%22 =232 =2

1 -2
ga'ifa=atat=a® =

QD
w\m| =

Hay diferentes formas:

a
a) Deltipo — : Se multiplica numerador y denominador por \/B

Jb

Ejemplos: Racionalizar:

y 3.3 V5 35 35 y 3 3 Jx-1_ 3Jx-1  3/x-1
J5 545 (\/E)2 5 Vx-1 Jx-14x-1 (\/;_1)2 x—1
b) Deltipo a : Se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador

b++/c

Ejemplos: Racionalizar:

20 20 3+\5_20B+V5) 20(3++5)
3—\/5_3—\/§3+\/§_32_(\/§)2_ 4 _5(3 \/E)
2 2 3-2 2(3-2) 2(3-2)

B+2 Bi23-2 f3i_pp -1 =-2(3-2)

1)

8
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c) Deltipo : Analogo al caso anterior

_a
NE

Ejemplos: Racionalizar:

20 20 15++5  20(/15+5)

20-(\/1—5+ \/g) _ 2_(\/1—54_ \/g)

) 55 T Vis-E 155 (s _(f5] 10
o Xy xmy ey enlbondy) enleh) oo

N e T o Uy Y

Un monomio en la indeterminada X es toda expresién de la forma a:-x" donde a se llama coeficientey N grado
del monomio. Dos monomios se dicen semejantes si tiene el mismo grado

Un polinomio en la indeterminada X es una expresion algebraica formada por la suma o diferencia de
monomios en la misma indeterminada. Se suelen notar por P(X), Q(X), R(X)

Se llama término de un polinomio a cada uno de los monomios que lo forman. Al monomio de grado cero lo
Ilamamos término independiente.

Se llama grado de un polinomio al mayor de los grados de los monomios que lo forman.
: . . 5 3 1 e . 1
Ejemplo: El polinomio P(X) = —-3X° +4X° — X+ é tiene grado 5 y su término independiente es 5

Operaciones con polinomios

a) Sumay diferencia de polinomios

Para sumar o restar polinomios se suman o restan los monomios semejantes.
Ejemplo:

Dados los polinomios

P(x) = 2x* = x* +3 Q(X)=x®+2x*—x+1 R(X)=7x*-7
Vamos a efectuar P(x) —[Q(X) + R(X)] = (2x* — x* +3) -[(x3 +2x% - x+1)+(7x2 - 7)] =
= (2x" =x*+3)- (x3 +9x° —x—6) = 2x* —x* —10x* +x+9

b) Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplican todos los monomios del primero por cada uno de los del segundo, y
viceversa, y por ultimo se reducen los términos semejantes.

Ejemplo:

Dados los polinomios

P(x) = 2x* —x* +3 R(X) = 7x* =7, calcular P(x)-R(x) = (2x* —=x* +3) - (7Tx* =7) =
14x° —14x* —7x* +7x* +21x* —21=14x° — 21x"* +28x* - 21

Ejemplo:
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Dado el polinomio P(x) = 3x* — 2, calcular [P(X)]2

[POOP=(3x> -2 =(3x*f —23x22+22 =9x* —12x% +4

Veamos con un ejemplo como se realiza la division de dos polinomios.

Sean P(X) = 2x* + x® = x® +3 y Q(X) = —x* + 7, vamos a efectuar la division P(x): Q(X) 6

Pk
Q(x)

A P(X)se le llama polinomio dividendo y a Q(X) se le llama polinomio divisor

Hay que seguir estos pasos para dividir polinomios:

Para poder dividir polinomios el grado del polinomio dividendo (en este caso 4) ha de ser mayor que el del
polinomio divisor (en este caso 2)

Se ordenan los polinomios dividendo y divisor de mayor a menor grado. Si el dividendo estuviera
incompleto, dejamos huecos o espacios en blanco correspondientes a los términos que faltan.

2x* +x3 —x? +3 —x*+7

Hacemos la divisidn o cociente entre el primer término del dividendo y el primer término del divisor. En este
4
= —2x%. Este serd el primer término del cociente

ejemplo, >

2x* +x° —Xx? +3 —X*+7

—2x%2

El cociente obtenido lo multiplicamos por el divisor y los pasamos con signo opuesto o cambiado debajo de
los términos del polinomio dividendo

2

2x* +x3 —X +3 —x*+7

—2x* +14x? —2x%2

Sumamos los polinomios de la parte del dividendo, y vemos que siempre el de mayor grado se cancela

2x* +x° —x? +3 —x*+7
—2x* +14x2 —2x?
0 +x3 +13x? +3
10
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Con el polinomio resultante, volvemos a realizar el mismo proceso, es decir, dividimos el de mayor grado del
3

nuevo + X° entre el de mayor grado del divisor — X2,

> == X, que sera el nuevo término del polinomio

—X
cociente
2x* +x° —Xx? +3 —X*+7
—2x4 +14x? —2x% =X
0 +x3 +13x%2 +3

Volvemos a multiplicar, en este paso — X por el divisor y lo pasamos al otro lado con signo cambiado y
sumamos

2x* +x° —x? +3 —x*+7
—2x* +14x° —2x? —X
0 +x° +13x° +3
VS +7X
0 +13x2 +7X +3

Hacemos lo mismo, repetidamente hasta que el grado del polinomio dividendo resultante sea menor que el

grado del polinomio divisor. Todavia hay que hacerlo una vez mds, en este paso f);z =-13
2x* +x° —x? +3 X +7
- 2x* +14x? —2x* —x-13
0 +x¥ +13x° +3
—x3 +7X
0 +13x* +7X +3
—13x? +91
0 +7X +94

Con esto ya tenemos hecha la divisién donde el polinomio cociente es C(X) = —2x? —x-13 y el polinomio
resto es R(X) = 7Xx+ 94. Si nos fijamos vemos que el polinomio resto siempre ha de tener menor grado que
el polinomio divisor.

Por ultimo, si queremos podemos realizar la comprobacidn efectuando
dividendo = divisor x cociente + resto
11
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que en este ejemplo seria hacer (—X? +7) -(—2x? —x—13) + (7X+94) y ver que el resultado es
P(x) =2x* +x®-x*+3

Ejemplo:
Efectuar la division (3x* —4x® +5x* —2x+12): (x> =3x +5)

Solucidn: Cociente: C(X) = 3x* +5X+5 Resto: R(X) =-12x-13

Esta regla se aplica cuando el divisor es un polinomio de la forma ( X —a ). Veamos con un ejemplo como se procede:
Vamos a dividir el polinomio ( 2x* —3x* +5) entre el polinomio (X — 2)

- Ponemos los coeficientes del polinomio dividendo en orden de mayor a menos grado y el término
independiente del divisor cambiado de signo de la siguiente forma

- Bajamos el primer término del dividendo y lo multiplicamos por el término independiente. Lo ponemos
debajo del siguiente término del polinomio dividendo

2 -3 0 5
2 4
2
- Sumamos
2 -3 0 5
2 4
2 1

- Volvemos a operar de manera similar

2 -3 0 5
2 4 2
2 1 2
12
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- Continuamos hasta el final de igual manera
2 -3 0

5
4
/TN
2 1 2 k9)

- El dltimo numero es el resto de la division

- Los otros numeros son los coeficientes del polinomio dividendo, que es de un grado menos que el grado del
polinomio dividendo
2 -3 0 5

2 2 4

%\1—/2')&9)

- Por tanto tenemos que Cociente: C(X) = 2X* + X+ 2 Resto: R(X) =9
Ejemplo:

Dividir por Ruffini (3x* —4x® +5x* —2x—12) : (x +1)

3 4 5 2 12
-1 -3 7 -12 14
3 -7 12 -14 2
Por tanto tenemos que Cociente: C(X) = 3x® —7x* +12x—14 Resto: R(X) =2

Para descomponer un polinomio en factores, es decir, como producto de polinomios de menor grado, se han de
seguir diferentes métodos que nos permitiran realizarlo:

- Sacar factor comun:

Ejemplo: Extraemos factores comunes del polinomio P(x) =12x* + 4x® —80x?= 4x? -(3X2 + X — 20)
Ejemplo: Extraemos factores del polinomio P(X) = (X + 3)3 — 2(X + 3)2 = (X + 3)2 [(X + 3)— 2] = (X + 3)2 -(X +1)

- Usar las igualdades notables:

Recordemos las igualdades notables, que son:

a’ +2ab+b? =(a+b)

13
© ManoloMat



Matemadticas | de 12 Bachillerato

a’ —2ab+b?=(a-b)

a’-b?=(a+b}a-b)

Teniendo en cuenta lo anterior, lo aplicamos a los siguientes ejemplos:

Ejemplo: X* —6X+9=x? —2:x3+3% = x? —6x+9=(x-3)°

Ejemplo: X* +10x + 25 = x? + 2:x5+52 = x? +10x+25=(x +5)’

Ejemplo: x* =16 =(x—4}(x +4)

Eiemplo: x* —2x* +1=(x2f —2x21+1> = x* —2x% +1=(x* —1f = [(x—1Hx+1)f =
x* —2x% +1=(x—1)*(x +1)’

Eiemplo: X* =16 = (x2 — 4)(x? + 4) = (x— 2)(x + 2)(x* + 4)

- Usar Ruffini:

Llamamos raiz de un polinomio P(X) a cada uno de los nimeros a para los cuales el valor numérico del polinomio
es cero, es decir, @ es raiz del polinomio P(X) <> P(a) =0. En estos casos, el polinomio (X — &) es un factor del

polinomio P(X)
Las raices enteras de un polinomio son divisores del término independiente siempre que este no sea nulo.

Ejemplo: Vamos a descomponer por Ruffini el polinomio P(x) = 3x*® + 6x*> —3X — 6. Las posibles raices enteras son

los divisores del término independiente, -6. Por tanto debemos probarcon =1, +2, +3y +6.

Empezamos y vamos probando, aqui sélo ponemos las que nos interesan, dan de resto 0

3 6 -3 -6
1 3 9 6
3 9 6 0
-1 -3 -6
3 6 0
-2 -6
3 0

Con lo cual nos queda, P(x) =3x® +6x* —3x—6 =3-(X —1}(X +1)(X + 2)
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Ejemplo: Vamos a descomponer por Ruffini el polinomio P(Xx) = 2x% —9x+9. Las posibles raices enteras son los

divisores del término independiente, +9. Por tanto debemos probar con £1, +3, +9

2 -9 9
3 6 -9
D (D o
3
— 3
2
AN

3 . . o
La raiz racional — la hemos obtenido dividiendo -3 entre 2 y cambiandole el signo. Esta regla sirve siempre para la

ultima de las raices. Por tanto nos queda que, P(x) = 2x* —9x +9 = 2(x —3)(X —g)

El maximo comun divisor de varios polinomios, MCD, se obtiene con los factores comunes a los polinomios con su
menor exponente. Si no hubiera ninguno, el MCD es 1, es decir son primos entre si.

El minimo comun multiplo de varios polinomios, MCM, se obtiene tomando los factores comunes y no comunes con
su mayor exponente.

Ejemplo: Vamos a calcular el MCD y MCM de los polinomios P(X) = x°* —9x* + 24x—16 y
Q(x) = 2x* —12x® —46x* +120x — 64

Descomponemos por Ruffini cada uno de ellos

1 -9 24 -16
1 1 -8 16

1 -8 16 0
4 4 -16

1 -4 0
4 4

1 0

15
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Asi, P(x) = x* —9x® +24x—16= (x —1}(x — 4)°

2 -12 -46 120 -64
1 2 -10 -56 64
2 -10 -56 64 0
1 2 -8 -64
2 -8 -64 0
-4 -8 64
2 -16 0
8 16
2 0

Asi, Q(x) = 2x* —12x* — 46x* +120x —64= 2(x —1)’(x + 4}(x—8)
Por tanto,
MCD(P(x),Q(x)) = (x-1)
MCM (P(x),Q(X)) = 2(x —1)*(x — 4)*(x + 4)x - 8)
P(x) x-1 ,1

——=, como por ejemplo 6 —
Q(x) 2X+3 X

Una fraccidn algebraica es el cociente de dos polinomios

Analogamente a las fracciones numeéricas, si multiplicamos o dividimos el numerador y el denominador de una
fraccion algebraica por un mismo polinomio, obtenemos una fraccién equivalente a la dada. Esto nos permite
simplificar o complicar una fraccidn algebraica

Ejemplos:
x? —10x + 25 _ (x-5) x-5
a) ——— = (descomponemos en factores numerador y denominador) = Esto es lo que se
x? —5x x(x-5) X

llama simplificar

A-x-Q+x) 1-x°
x@L+X)  X+Xx2

1-x
b) —— = (multiplicamos por el mismo polinomio en numerador y denominador)
X

- Suma de fracciones algebraicas

Se opera de forma andloga a la suma de fracciones numéricas.
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Ejemplo: Efectuar

1-x 2X N 2 1-Xx-2x+2 -3x+3

a — = =
) X*+1 x*+1 x*+1 x* +1 x® +1
2 3x+1

b) o — ==

X“—4 x-2

x> —4=(x-2)(x+2
Calculamos el MCM de los denominadores, (2 ) (2 )} = MCM =(Xx—2)-(X+2)que es el
X—2=X~

denominador comun. Ahora hacemos igual que con las fracciones, dividimos el denominador comun (MCM) por el
denominador antiguo y el resultado lo multiplicamos por el numerador correspondiente. Asi nos queda,

2 3x+1 21 Bx+D){x+2) 2-@Bx+D{x+2) 2-(3x* +6x+Xx+2)

x>—4 x-2 (x=2Kx+2) (x-2Kx+2)  (x=2HMx+2)  (x—2)(x+2)
—3x°-Tx =3 -T7x _

(x—2Hx+2) X2 —4

- Producto v potencia de fracciones algebraicas

Se opera de forma andloga a las fracciones numéricas

Ejemplo: Efectuar

2 x*-2x _ 2(x*—2x)

a = = (ahora factorizamos por si se pudiera simplificar) =
e xo1 () x-D) porsisep plificar)
2:X(x—2) N 2:X 2-X
=(simplificamos) = —
(x—=2)-(x+2)-(x-1) (Xx+2)-(x-1) x"+x-2
b) X+X—_1-2L = X+X—_1-=(simplificamos) X+ = (ahora sumamos poniendo denominador
x x2-1 x(x —1}(x +1) x{(x +1)
Cooxx(x+1)+1 X (x+1)+1 x*+x®+1
comun)= = =

x(x+1)  x{x+1)  x{(x+1)

- Cociente de fracciones algebraicas

Se opera de forma andloga a las fracciones numéricas

Ejemplo: Efectuar

a) sz_ 2 : % = (multiplicamos en cruz)= _);())((:_2)4 = (factorizamos para ver si se puede simplificar)
) x(x+2)  -x
—3(x-2}(x+2) 3(x-2)
2 2 2 2
b) X' Z6x+9.x" -9 = (X —6x+ 9)()( * 3) = (descomponemos en factores) (X _3) I(X + 3) = x—3

x x+3  x(x*-9)

x(x-3}(x+3)  x
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Ejemplos:

] X +x( x 1 j_ X* + X [ x(x+1) 1 (x-1) _x2+x(x2+x—x+1 Cxax( xP+l B
x2+1\x-1 x+1) x®+1| (x=D-(x+1) ) xX2+1((x-1-(x+1) ) x2+1|(x-1)-(x+1))

(X2 +x)-(x* +1)
(X* +1)-(x=1)-(x+1)

x(X+1)-(x*+1) X
(X2 +1)-(x=1)-(x+1) x-1

= (descomponemos y simplificamos)

X Xx(X=1+x x?
X + 2

b) x=1_ x-1 _ x-1 _ x* x*-=2x_ x*-(x=1) _ x° _ x? _ X
wo X x(K=D-x x2-2x x=1 x-1 (x=1)-(x*-2x) (x*-2x) X(x=2) x-2
x—1 x—=1 X—1
92— 2 1

X —3x+2 X —dx+3

Descomponemos en factores los denominadores y calculamos el comidn denominador:
1=1

X*=3x+2=(x-1)-Xx-2){ = MCM = (x=1)-(x —2)-(x —3) Y asi tenemos que:

X* —4x+3=(x-1)-(x-3)

5_ 2 . 1 _ 2= (x=2)-(x=3) ~2(x =3 +1:(x-2) _ 2x° —12x* +10x -7
(x=1)-(x-2) (x—l)-(x—3)_ (x=1)-(x—2)-(x—3) _(x—l)-(x—Z)-(x—B)

Una identidad es una igualdad literal que se verifica para cualquier valor numérico que se dé a las letras que
entran en la igualdad.

Ejemplo:
(x—2)* = x* —4x+4 es una identidad

Una ecuacidn es una igualdad literal que sélo se verifica para valores especificos o determinados que se den
a las letras que entran en la igualdad.

Ejemplo: X% —2 =2 es una ecuacion.

Ejemplos: Decir si son identidades o ecuaciones las siguientes igualdades:
a) (x=3}(x+3)=x*-9 Identidad b) 2Xx+4 =06 Ecuacion
) (x=3}(x+3)=x>+9 Ecuacidn d) X+1=3x-7 Ecuacion

Ejemplo: (REPASO) Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado
1 2
a) x+2:(x-1)=4 b) 5-(x—2)—§-(2x+6)+x:—4

c) 3ax—2x=3a-2 d) + =
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Las ecuaciones de 22 grado son ecuaciones de la forma a-x* +b-x+¢ =0 donde a # 0 pues si fuera 0 seria
una ecuacién de primer grado.

—b++vb?-4ac

2a

Las soluciones se obtienen mediante la féormula: X =

Alne (b? —4-ac) se le llama discriminante y se representa por la letra griega delta A =b? —4-aC. Se tiene que:

- Sib%?—4-ac >0, vaatener dos soluciones

- Sib*—4ac= 0, va tener una sola solucién que se llama doble

- Sib?—4-a:c <0, nova a tener soluciones pues raices cuadradas de niUmeros negativos no existen.
Eiemplo: Resolver 3x? —=5x+2=0

Aplicando la férmula de las soluciones de una ecuaciéon de 22 grado tenemos que:

S GOE: (-5)°-432 5+.25-24 5+41 5+1
23 6 6 6

De lo anterior tenemos dos soluciones segin tomemos el + 6 el —

5+1 6
X, =—=—=>X=1
6 6
5-1 4 2
X, =——==—=X, =—
6 6 3

Un estudio aparte merecen las llamadas ecuaciones de 22 grado incompletas que son aquellas donde el
coeficiente de primer grado (b ) o el término independiente (C ) valen 0. Veamos cémo se resuelven.

-c [—c [—c [—c
-sib=0=ax’+c=0= X =—=Xx=*t[— =X = [—, X,=—[—
a a a a

-Sic=0=ax’+bx=0=x@x+b)=0=x,=0, X, =-

| T

Ejemplo: Resolver 4x?> —9=0

= 3
. . 2 , 9 9 1 E
Aplicando lo anterior tenemos que: 4X° =9 = X" =— = X=%,/[— = 3
4 4 X, =—2
Ejemplo: Resolver: X2 +6x=0
Por lo anterior tenemos que, sacando factor comun X :

x=0 X, =0
X{X+6)=0= =
X+6=0 X, =—6
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20
Xl :—:5
++/ ++/ +
Ejemplo: Resolver la ecuacion 2x*> —x—45=0= X = 1£v1+360 = 1+y36l = 1+19 => 4
4 4 4 « - -18 —_9
24 2

Propiedad: Si tenemos una ecuacion de 22 grado a-x?> +b-x+¢ =0 cuyas soluciones son X; Y X, se cumple que:

-b
- X, +X, =—— Lasuma de las soluciones es b partido por a y cambiado de signo
a

C
- XX, =— El producto de las soluciones es c partido por a
a

Esto es muy util cuando queremos calcular una ecuacién que tenga dos determinadas soluciones y usando como

a =1. Por ejemplo, supongamos que queremos tener una ecuacion cuyas soluciones sean X, =—3 y X, =5.
Entonces X, + X, =—3+5=2 y X;-X, = (—3)5 =—15. Con esto la ecuacién de 22 grado que va a tener esas
soluciones es: x> —2:x—15=0

Propiedad: Las soluciones de una ecuacién de 22 grado nos sirve para factorizar el polinomio de 22 grado asociado.
Asi si las soluciones de la ecuacion de 22 grado ax?+bx+c=0 son X, ¥ X, .Entonces, como ya sabemos,
podemos poner P(X) = a:x® +b-x+¢ =a-(X—X,)-(X—X,)

X, =5
Ejemplo: Descomponer en factores el polinomio P(X) = 2x* — X —45. Las soluciones son “ - —9 . Por tanto,

22

nos queda factorizado como sigue P(X) = 2x* —Xx —45=2-(x—5)-(X + g)

- Ecuaciones bicuadradas

Son ecuaciones de la forma a-x*" +b-x" +¢ =0y que se pueden transformar en ecuaciones de 22 grado. Veamos
con ejemplos como se resuelven.

Ejemplo: Resolver x* —13x? +36=0

2
Nos damos cuenta de que la ecuacion se puede poner de la siguiente forma [XZ] —13[X2]+ 36=0, que se puede

.z 2 . ,
entender como una ecuacién de 22 grado en [X“], y aplicando la férmula tenemos que:

o _—(139+y(-13)°-4136 | , 13+V25 -3%5 _
21 2 2

X=3

X

9
{4 Estas son las soluciones de Xx*

x2:9:>x=i\/§:>{

Por tanto nos salen cuatro soluciones.

=2

y para cada una de ellas resolvemos:

X
x2:4:>x:i\/Z:{
X
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Eiemplo: Resolver x* —3x? —4 =0. Analogamente tenemos que darnos cuenta que se puede poner como

[X2 ]2 —B[XZ]— 4 =0 y resolvemos

X=2
X=—-2 Eneste

NG :_(—3)i\/(—3)2_4-1.(—4) 552 :3-_|-\/£:3_|__5={4 X2 =4:>X=i\/Z:>{
2

9
21 2 -1

x? = -1= X = ++/—1 = Noexiste

caso sdlo hay dos soluciones

- Ecuaciones que pueden factorizarse

En este tipo de ecuaciones lo que hemos de hacer es descomponer en factores y después igualar cada factora 0
resolviendo las ecuaciones resultantes que seran de menor grado. Veamos como se realiza con ejemplos.

Ejemplo: Resolver la ecuaciéon x° +x? —5x—5=0

Descomponemos en factores aplicando Ruffini,

1 1 -5 -5
-1 -1 0 h
1 0 -5 0

Ya el cociente es de grado 2, y tenemos que X° + x°> —5x—5= (X +1)-(X2 - 5): 0 Si el producto de factores da 0,
X+1=0=>x=-1

2 _ 2 _ _ \/_

X*=5=0=>Xx"=5=x=%VJ5

eso implica que alguno de los factores es 0, luego tenemos que { Nos han salido

X, =-1
3 soluciones de la ecuacién, que son: ¢ X, = \/g
X, = —/5
Ejemplo: Resolver la ecuacion x* —x® +2x? —4x—-8=0

Aplicamos Ruffini para descomponer hasta que lleguemos a un polinomio de 22 grado como cociente

1 -1 2 -4 -8
-1 -1 2 -4 8
1 -2 4 -8 0
2 2 0 8
1 0 4 0
21
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Asinos queda, X* —x® +2x* —4x-8= (X +1)-(X - 2)-(X2 + 4): 0->

X+1=0=>x=-1

X =-1
X—2=0=>x=2 Luego en esta ecuacidn sélo hay dos soluciones { ! 5
. . X, =
X2 +4=0= x=1+v—4 = Notienesoluciones 2

Son aquellas ecuaciones en las cuales la incdgnita aparece bajo el signo de radical. Nos vamos a limitar a aquellas en
las que aparecen radicales cuadraticos (raices cuadradas). El proceso para resolverlas es el siguiente:

- Se deja un radical en un miembro de la ecuacién y nos llevamos todos los demas al otro miembro
- Se elevan al cuadrado los dos miembros de la ecuacion
- Si existe todavia algun radical, se repite el proceso anterior

- Se resuelve la ecuacién resultante y es obligatorio comprobar que las soluciones obtenidas son
soluciones de la ecuacién inicial, pues al elevar al cuadrado una ecuacidon pueden generarse otras
soluciones.

Ejemplo: Resolver X — \/_ =6
Aislamos el radical: X —6 = \/;

Elevamos al cuadrado: (x—6)* = (\/;)2 = X* —12x+36=x=x* —13x+36=0

13+5 X, =9
Resolvemos la ecuacion de 22 grado: X? —13x+36=0= X = — = { ' 4
X

X, =9 = 9-+/9 = 6 Es ciertoo vlido

Comprobamos las soluciones sustituyendo en la ecuacién inicial: ] .
X, =4 = 4—+/4 =6 Noesciertoo no vélido

En este caso sdlo hay una solucién X, =9
Ejemplo: Resolver /X —v/x—3 =1

Aislamos el radical: \/; =1++/Xx-3

Elevamos al cuadrado:

(Vxf =@+ vx=3) = x=1+2x—3+(Vx-3) = x =1+2Jx—3+x-3=0=—2+2Jx—3
Aislamos nuevamente el radical: 2 = 2+/X —3 > (simplificamos) 1 =+X—3

Elevamos al cuadrado de nuevo: 1% = (\/X —3)2 =1=X-3=>x=4

Comprobamos la solucién: X =4 = V4 —\J4-3=1=2-1=1 Es una solucion vélida

Un sistema de ecuaciones es de 22 grado cuando alguna de las incdgnitas es de 22 grado

Para resolverlos tenemos dos métodos
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- Meétodo de sustitucion: Se despeja una incognita de una de las ecuaciones y se sustituye en la otra la
expresion obtenida. Y la ecuacion resultante se resuelve por los métodos adecuados. Este método es el
mas usado.

- Meétodo de igualacion: Se despeja la misma incdgnita de las dos ecuaciones y se igualan las expresiones
obtenidas. Y resolvemos por los métodos adecuados la ecuacidn resultante. Es menos usado.

_ ) X+y=4
Ejemplo: Resolver el sistema ) )
X“+y =40

De la 12 ecuacidn despejamos por ejemplo la X y nos resulta: X=4—-Yy

Sustituimos en la 22 ecuacion, (4— y)2 +y? = 40->(desarrollamos) 16 —8y + y* + y? = 40 >(agrupamos y
tenemos una ecuacion de 22 grado eny) 2y? —8y — 24 = 0 >(simplificamos por 2) y> —4y —-12=0

—(-8) £ /(- 4) - 41:(-12) 41\/@:418:{ y, =6

—>(resolvemos la ecuacion de 22 grado) y = >>y=
21 21 2 y,=-2

Estos valores de y nos conducen a las soluciones del sistema calculando sus correspondientes x:

y,=6>X =4-6=-2>/X, =-2, Y, = 6|Esta es una solucién del sistema, un par de valores

Y,==2>X% = 4—(— 2): 6 >|X, =6 Y, =—2|Esta es la otra solucién del sistema, un par de valores

X*+y=x+1

Ejemplo: Resolver el sistema )
2X°+y=3

Vamos a hacerlo por igualacion (se puede hacer perfectamente por sustitucion también). Despejamos la y de las dos

_ y=-—x>+x+1 _
ecuaciones ox? 43 Igualamos ahora las dos expresiones de y que tenemos:
y =-2X°+

— X% +X+1=-2x?+3 Y resolvemos esa ecuacién de 22 grado:

-1+ X, =1
X2+ X+1+2x2-3=0=> x> +X-2=0=>Xx = 1_3:{ !

Para cada valor de x calculamos su correspondiente y usando cualquiera de las dos expresiones despejadas:

X, =13y, =-21° +3=-2+3=13x, =1, y, =1

X,=-2>Y,=-2(-2)°+3=-8+3=-5% =-2, y,=-5

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es toda expresion del tipo (las incégnitas tienen grado 1):

A X Fa, X, +..+a,X, =h

Ay X, + 8y X, +..+3,,°X, =h,

n

Llamamos:
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- Coeficientes del sistema a los numeros reales ai j
- Términos independientes a los nUmeros reales bi
- Incégnitas a los Xj gue deben ser calculados

La primera ecuacion se denota E1 , la segunda con Eg y asi sucesivamente.

La solucién de un sistema es cada uno de los conjuntos de nimeros Sl , Sz Jeees Sn gue, sustituidos en las

incégnitas correspondientes, verifican todas y cada una de las igualdades.

Resolver un sistema es encontrar las posibles soluciones del mismo, es decir, los valores que pueden tomar las
incégnitas de manera que se verifican simultdneamente las m ecuaciones.

Ejemplos:
2x=3y = 2 , , : o
es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas

-5x+3y = -5

X, —3%X, =0

b) 32X, —X, =1 esun sistema lineal de 3 ecuaciones con 2 incdgnitas
X, +2X, =4
X+y+z=0

c) X—Y—2=0 esunsistema lineal de 3 ecuaciones con 3 incégnitas

3X+y+z=0

TIPOS DE SISTEMAS DE ECUACIONES EN FUNCION DE SUS SOLUCIONES

a) Incompatibles: Son aquellos que no tienen solucién

2x-3y = 2
2x-3y = -5

es un sistema incompatible.

b) Compatibles: Son aquellos que tienen solucién
e Compatibles determinados: Cuando la solucion es Unica.

2x—y=1
X+y=2

x=1
es compatible determinado. Su Unica solucidn es

y=1
e Compatibles indeterminados: Cuando tienen infinitas soluciones.

2X+2y=4
X+y=2

x=1 [x=2 [x=-1
es compatible indeterminado. Son soluciones , , , etc.
y=1 [y=0 [y=3

Diremos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tiene las mismas soluciones.

Podemos hacer cambios en un sistema de ecuaciones aplicando los siguientes criterios de equivalencia:
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Criterios de equivalencia

1: Siaambos miembros de una ecuacidn de un sistema se les suma o se les resta una misma expresion,
el sistema resultante es equivalente.

3x - dy = -6 { 3x —dy +3=-64+3 =, 5,3

+dy =16 2 +dy -5y =165y

2: Si multiplicamos o dividimos ambos miembros de las ecuaciones de un sistema por un numero distinto de cero,
el sistema resultante es equivalente.

3 3x-dy)=-63
23+ dy =E
2 2

3k —dy = -6
+dy =16

> x=2,y=3

3: Si sumamos o restamos a una ecuaciéon de un sistema otra ecuacién del mismo sistema, el sistema resultante
es equivalente al dado.

3x - dy = -6 { 3w —dy = - />
x=2,y=3

+ dy = 25+ dy + 3w —dy =16-06

4: Si en un sistema se sustituye una ecuacion por otra que resulte de sumar las dos ecuaciones del sistema
previamente multiplicadas o divididas por nimeros no nulos, resulta otro sistema equivalente al primero.

3x-dy - 6 -4y =6 3x - dy - 6
————— —
2x +dy =16 Xty 16 ==>1 s.i2y -8
Z 2z
Sx—dy +x+2y =-6+8 dy -2y =2
——>x=2 y=3
{ X +2y =8 ':>{><+25f— 8 Y

5: Si en un sistema se cambia el orden de las ecuaciones o el orden de las incdgnitas, resulta otro sistema
equivalente.

3x —dy =-6 2x +dy =16 X =2y =3
2o+ dy =16 = 13x -4y = -6 - ’
3x - dy = -6 —y +3x = -6

X =2, W =3
{2x+4y=16 {4y+2x=16 Y

Recordemos ahora los métodos de resolucién para sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas.

1: Método de sustitucion

3x-2y = 10
X+ 3y

Ejemplo —tedrico: Resolver por sustitucidn el sistema: {

Il
\I
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(a) Despejamos una incdgnita (la que queramos) de una de las ecuaciones, en este caso de la 22 ecuacién,

la "X"
3x-2y = 10
Xx+3y = 7 = x=7-3y (hemoselegidola mas facil de despejar)

(b) Sustituimos el valor de la incégnita despejada en su lugar en la otra ecuacién
3x -2y =10=>3(7-3y)-2y =10

(c) Resolvemos la ecuacién obtenida en (b)

3.(7-3y)—2y =10=>21-9y -2y =10=> -9y —2y =10-21= 11y =—11 =11y =11= Y =1
(d) Volvemos a la ecuacién de la incdgnita despejada al principio, para calcular el valor de esa incdgnita
X=7-3y=>x=7-31=>x=7-3=> X=4

(e) Dar la solucién

(=4 [y=t |

Ejercicio: Resolver por sustitucidn los siguientes sistemas:

-2X+y = -8 ) 3Xx-2y = 6
a
4x+5y = 2 5x+2y = 10
2: Método de igualacion
-2Xx+3y = 5
Ejemplo — tedrico: Resolver por igualacion el sistema
dx+y = 4

(a) Despejamos la misma incégnita (la que resulte mds comoda) de las dos ecuaciones. En este sistema
vamos a despejar la incognita " y"'

-2Xx+3y=5 = 3y=5+2x = y:5+32x

4x+y=4 = y=4-4x
(b) Igualamos las expresiones obtenidas.

_ 5+2x

3
y =4—-4x

:>5+2X:4—4x

(c) Resolvemos la ecuacion obtenida.

SH2X _ 4 gy 2F X _12-12X o 19x— 2x 412X =12-5=14x =T
Sx=tlo X=1
14 2
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(d) Calculamos la otra incdgnita sustituyendo el valor de la incognita obtenida en cualquiera de las dos
expresiones obtenidas al principio, en (a), se elige la mas facil.

y=4—4x:>y=4—4-%:>y=4—2:> y=2

(e) Se da la solucién: X = % ,y=2

Ejercicio: Resolver por igualacién los siguientes sistemas:

) —2X+Yy -8 b) 3X—2y
a
4X +5y 2 5x+ 2y

I
(2]

10

3: Método de reduccidn

Este método lo vamos a estudiar por separado dada su potencia.

El método de Gauss es una generalizacién del método de reduccidon y consiste en transformar un sistema dado en
otro equivalente de manera que sea triangular y muy facil de resolver. Este método es el mas usado para sistemas
de mas de dos incdgnitas y vamos a ver cdmo funciona con un ejemplo practico

2X+y—-2=0

Ejemplo — tedrico: Vamos a resolver por el método de Gauss el sistema ¢ X—Yy+2Z =5

X+y+z=3
Observamos que tenemos 3 ecuaciones que las identificamos por Eq, E2 y E3

A la E; le restamos el

2Xx+y-2=0 Cambiamos o X-y+2z=5 doble de la ecuacién
X—y+27=5 — permutamos laEila = 2x+y—z=0 = EuLonotaremos
E>. Lo notaremos por por:
X+y+z=3 E, &, X+y+z=3
E, & E,-2E,
Operamos y AlaEr| |
X—Yy+2z=5 obtenemos una = X—y+2z=5 a Esle restamos la :
(2x+y-2)-2:(X—y+22)=0-25 nueva E;, donde no 3y-5z=-10 =
X+y+z=3 aparece ya la X+y+z=3 E, o E,—E
incégnita x

Multiplicamos por 2
Ya tenemos la x

_ _ laE or3lakEs Lo _
X=y+22=5 triangulada. Ahora 2 VP ’ X—y+22=5

3y-5z=-10 con lay hacemos lo notamos como — 6y—-10z =-20
2y—z7=-2 mismo pero solocon  E, «> 2E, 6y—-3z=-6
laE;ylakEs E, < 3E,
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Ahora efectuamos los X—y+2z=5 Simplificamos la E3 X—y+2z=5
siguiente 6y —10z = —20 1 3y-5z=-10
E, < —E
E, <> E;-E, 72=14 25752 72=14
Ya podemos calcular zde laEs  En la E; sustituimos z y En la E; sustituimos y y z
12 calculamos y para calcular x
1=—=2
7 3y-10=-10[y=0| x-0+4=53[x=1]
x=1
La solucién del sistemaes:|1y =0
=2

X+2y—-32=-16

Ejemplo — tedrico: Resolver por el método de Gauss el sistema {3X+ Yy —2z =-10

2X—-3y+z72=-4

X+2y-3z=-16 E,—>E,-3E, | x+2y-3z=-16 E;, >E,-2E
——— —

3x+y—-2z=-10 -5y+72=38 FVY/m—mm——

2Xx—-3y+z2=-4 2x—-3y+z=-4

1
X+2y—-3z=-16 E3—>7E3 Xx+2y-3z=-16 E, >E, [ x+2y-3z=-16

-5y+72=38 ——— —-5y+7z=38 —-y+z2=4
~7y+72=28 —y+z=4 —5y+72=38
E, —» -5E, X+2y-3z=-16 E; > E;+E, X+2y—-3z=-16 X+2y—-32=-16
 — 5y-5z=-20  — y-z=-4 c—=> y—-z=-4
_ _ 1 _ _

Sy+7z=38 Ez—’gEz 2z=18 z=9
X+2y—-3z=-16 X+10-27=-16 x=1
y-9=-4=y=5 —> y=5 ——>|{y=5
z=9 z=9 z=9

X—y=1

Ejemplo — tedrico: Resolver por el método de Gauss el sistema sy —z =1

X—2=3
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Pasos a seguir en la resolucion de problemas con ecuaciones:

b. Comprender el problema (leerlo tantas veces como sea necesario)
c. Elegir laincégnita o incdgnitas

d. Plantear las ecuaciones

e. Resolver la ecuacion o sistema

f. Comprobar las soluciones obtenidas, desechando aquellas que carecen de sentido en el contexto del
problema

Ejemplo: Un hijo tiene 30 aiflos menos que su padre y éste tiene cuatro veces la edad del hijo. ¢ Qué edad tienen cada
uno?

x = edad del hijo

y = edad del padre

Vamos a plantearlo con dos incégnitas: {

x=y-30
Planteamos las relaciones entre ellas: { y 4 Y ahora resolvemos, en este caso lo mas facil es sustitucion:
y =4aX
x=4x-30 -3x=-30 x=10
= =
y =4X y =4x y =40

Ejemplo: Pedro tiene 335 € en billetes de 5€ y de 10€; si en total tiene 52 billetes, ¢ cuantos tiene de cada clase?
Vamos a plantearlo con una sola incégnita (se puede hacer con dos) Supongamos que:

x = n2 de billetes de 5 €, por tanto, el n2 de billetes de 10 € es (52-x)

Asi que: 5X+10- (52— x) =335= 5Xx+520-10x =335= —5x=-185= x =37

T tanto
eNemMos portanton, ¢y illetesde 10€

{37 billetesde 5€

Ejemplo: La suma de las edades de dos personas es 18 afios y el producto 77. ¢ Qué edad tiene cada una?

X = edad de 12persona

Vamos a plantearlo con dos incégnitas:
y = edad de 22 persona

X+y=18
Planteamos las relaciones entre ellas: { y 77 Y ahora resolvemos, en este caso lo mas facil es sustitucion:
Xy =
y=18-x y=18-x » 5
= = Resolvemos la ecuacion de 22 grado: 18X — X" =77=
Xy =77 x-(18-x) =77

x=1ll=y=7

x> —18x+77=0=
Xx=7=y=11
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