UNIDAD 4.- INECUACIONES Y SISTEMAS (tema 4 del libro)

1. INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

Definicion: Se llama desigualdad a toda relacion entre expresiones numericas o algebraicas unidas por uno de

los cuatro signos de desigualdad, <S> s 2
Por ejemplo:
4+6<10 Falsa 1+4 <8 Verdadera

1) (x=2)> o,
(X 1) (X 2)— O Tenemos que ver que valores de la incdgnita la hacen verdadera. A esto se le llama
inecuacion

Definicién: Se llama inecuacion a aquellas desigualdades en las que se encuentra presente en uno cualquiera de
los miembros, 0 en ambos, una 0 mas variables, o incognitas.

Ejemplos: Las siguientes desigualdades son inecuaciones
4x—6<10 2x* —x*+3>3

Una inecuacién se verifica s6lo para algunos valores de las variables.
Los valores numéricos para los cuales se verifica la desigualdad son las soluciones de la misma.
Resolver una inecuacién consiste en hallar los valores numéricos para los cuales la desigualdad es verdadera.

Definicién: Inecuaciones equivalentes son aquellas que tienen las mismas soluciones.

Para hallar inecuaciones equivalentes debemos aplicar los Principios de Equivalencia:

- Si sumamos o restamos a los miembros de una inecuacion una misma cantidad o expresién algebraica,
la inecuacion que resulta es equivalente a la dada. Es decir, podemos pasar términos de un miembro a
otro simplemente cambiandole el signo, igual que en las ecuaciones
Ejemplo: Xx—2<3Xx-5=>X—-2-X+5<3x-5-Xx+5=3<2x

- Si multiplicamos o dividimos los dos miembros de una inecuacién por una misma cantidad positiva y no
nula, la inecuacion que resulta es equivalente a la dada. Es decir, si tenemos un factor positivo en un
miembro lo podemos pasar dividiendo o multiplicando al otro miembro de forma analoga a las
ecuaciones

. 2x =7 -7
Ejemplo: 3x+2§x—5:>3x—x§—5—2:>2x§—7:>7§7:>xs7

- Si multiplicamos o dividimos los dos miembros de una inecuacion por una misma cantidad negativa, la
inecuacion que resulta es de sentido contrario a la dada. Analogo al anterior pero al ser negativo el
factor hemos de cambiar de sentido a la desigualdad.

Ejemplo: —6xsx—21:>—6x—x£—21:>—7x£—21:>_—7x2_—21:x23

Definicién: Una inecuacion de primer grado con una incognita es una inecuacion que se puede transformar
en otra equivalente de una de las siguientes formas:

ax<b ax>b
ax<b ax>b
Para resolverlas hemos de seguir los pasos similares a las ecuaciones, obteniendo inecuaciones equivalentes y
teniendo muy en cuenta que al multiplicar o dividir por un n® negativo hemos de cambiar el signo de la
desigualdad.
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Las soluciones de una inecuacion suelen ser intervalos de nimeros reales. Veamos con ejemplos como
resolverlas:

Ejemplo: Resolver la inecuacion 5x —2 < x

SX —2< X >(Trasponemos las x a un miembro y lo demds a otro) 5x — x < 2 > 4x < 2 >(Pasamos el 4
1

2

Las soluciones

dividiendo, como es positivo no pasa nada en la desigualdad) x < %9 (Simplificamos) |X <

. . . . 1 ]
de la inecuacién son todos los nimeros reales menores o iguales que > y eso lo ponemos asi usando

intervalos:
. 1 . ]
Solucion = (—oo,ﬂ y graficamente seria:
(o l} ‘
*—L 3 z _:1 |0 o
Ejemplo: Resolver la inecuacion 2 X—1>3x+ 1 - (Ponemos comun denominador) 4 X — 10 > 30x + >
5 2 10 10 10 10

(Eliminamos el denominador) 4x—10 > 30x +5 > (Trasponemos) 4x —30x >10+5-> —26x >15->(Como

dividimos por (-26) cambiamos el sentido a la desigualdad) x < 1—2569 (Ponemos el signo en el lugar

adecuado y ya tenemos la solucion) |X < ~%6

Solucién = (— oo,—gj y gréaficamente:

(o 13)
" 26
_:.l 4 3 2 1 0 i

2. SISTEMAS DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

Vamos a limitarnos a sistemas de dos inecuaciones con una sola incognita, que quedan reducidos a expresiones

ax<b,
a,x<b,

de la forma:

Veamos con ejemplos como se resuelven, que seran aquellos valores que verifican simultdneamente todas las
inecuaciones:

2 UNIDAD 4.- Inecuaciones y sistemas



2X—2 5-2x
+
5 3

<1

Ejemplo: Resolver Lo primero es poner comun denominador para eliminar

X+2 2x-3 S 3
3 4 4
3(2x-2) 5(B-2x) 15
. 15 T 15 15 . [6x—6+25-10x<15 _ [—4x <-4 o
denominadores > > -> —>(aqui cambiamos de
4-(x+2)_3-(2x—3)>3 4Xx+8-6x+9>9 —-2x>-8
12 12 12

X >1=> (1,+00)
. Nos salen dos
X<4= (— oo,4)

intervalos y la solucion es la interseccion de ambos, lo vemos graficamente:

sentido las desigualdades pues en ambas dividimos por un n° negativo){

(1,+oo) >

s B
e B
o
[
=2

¢

(—00,4)9 . | : '

fo
'I_..
—
[
wd
"

La solucion es el intervalo coman: Solucion = (1,4)

i 1 P

¢

X+2>1 X>-1 ) L, .
, los intervalos de solucién son (—1,o0) para la primera'y (—o,9]

=
2X—-5<Xx+4
para la segunda. Luego la solucién com(in a ambas esta en la interseccion de ambos, es decir, en (-1,9],
graficamente tal vez se vea mejor.

Ejemplo: Resolver
X<9

\/ ; v

0
) ®
O °
2 2
Ejemplo: Resolver el sistema (X - 2) > (X - 3) ->(operamos)
(x=3):(x+3) <(x—-5):(x+6)

1

X? —4Xx+4>x*>+6x+9 _ [-10x>5 x<—1:> —o0,—= o _
> 2 2 ) Se puede observar facilmente que no tinene

9
2 _ 21 x— 21<x
X7 9= X"+ x=30 x> 21 = [21,+00)

ningun n° real en coman, no hay nameros reales mayores o iguales que 21 y menores que -1/2
Diremos que no tiene solucion el sistema.

Ejemplo: Resolver

3X < 2X+6 < 4x
En este caso tenemos una doble desigualdad que se transforma en un sistema de dos inecuaciones con dos
3x<2x+69{ X <6 X < 6= (—,6)

incognitas
2x+6<4x ~ |-2x<-6 X > 3= (3,+m)

—>(0jo con los menos) {
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La solucién es: Solucion = |(3,6)

3. INECUACIONES CON UNA INCOGNITA DE GRADO SUPERIOR A UNO

Son inecuaciones donde la incognita tiene grado mayor a 1. Para resolverlas se calculan primero los valores
que anulan a la expresion algebraica (polinomio) y estos valores dividen a la recta real en intervalos donde se
mantiene constante el signo. Veamos con ejemplos como se resuelven:

Ejemplo: Resolver la inecuacion x? —6x > —8. Lo primero es dejar la inecuacion con uno de los miembros a 0,
asi nos queda: x> —6x+8>0. Consideremos el polinomio P(x) = x> —6x +8 y veamos donde se anula:

X=2 . . .
P(x)=x*-6x+8=0= { Estas dos soluciones nos dividen la recta real en tres intervalos, a

saber: (—0,2), (2,4) y (4,+0). Nos fijamos que los intervalos siempre hemos de tomarlos abiertos, ya veremos
mas adelante que pasa con los extremos, en este caso el 2y el 4

4

F

v

— (~»2) > < [2—1)—» —(4+m)

A e

i
ra
i
-
-
a1
-
[

Ahora hemos de construir una tabla de signos, pues se cumple que en esos intervalos el signo del polinomio
P(x) = x> —6x +8 se mantiene constante, es decir, siempre es positivo o siempre es negativo. Por ello basta

elegir un n° real que pertenezca a dichos intervalos y sustituir en el polinomio y el signo que obtengamos se
mantiene en todo ese intervalo.

(- 0,2) (2,4) (4,+00)
Calculamos el valor para Calculamos el valor para | Calculamos el valor para
X = 0 que es de este X =3 que es de este X =5 que es de este
intervalo y resulta intervalo y resulta intervalo y resulta
L P(0) = +8 que es P(3):9—1§+8:—1 P(O):25—_3_0+8=+3
P(x) =x" -6x+8 ivo. Adul todas | que es negativo. Aqui que es positivo. Aqui
pos'v';/r?' darqg:)s?ti\?; ax todas la x van dar todas la X van dar
negativo positivo
+ - +

No se pueden usar el 2 y el 4 pues al sustituir da 0 y este no tiene signo como sabemos. La inecuacion que
teniamos era x* —6x+8 >0, es decir, las soluciones son aquellas que lo hacen positivo 6 0, luego son los
intervalos (— oo,2) y (4,+oo) y ademas hemos de incluir el 2 y el 4 que lo hacen valer 0, por eso seran intervalos

cerradosenel 2 yen el 4.
Por tanto concluimos que la solucion es:

Solucién = (—o0,2]U[4,+0)

NOTA:
En muchos libros y muchos profesores usan la descomposicion en factores del polinomio para hacer la tabla de

signos, que en este caso es P(x) = x> —6x+8 = (x —2}(x—4) y la tabla queda de la siguiente manera:
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(-2)

(24)

(4,+oo)

Calculamos parax =0y

Calculamos parax =3y

Calculamos parax =5y
sale 3 que es positivo

) sale -2 que es negativo sale 1 que es positivo
- + +
Calculamos parax =0y | Calculamos parax =3y | Calculamos parax =5y
X _4 sale -4 que es negativo sale -1 que es negativo sale 1 que es positivo
- - +
P(X) = (x—2}(x-4) QO=t (+)-(-) = - (+)-(+) =+
En la tltima J:I mos los signos correspondientes a cada factor y sale como vemos el mismo
resultado.

Ejemplo: Resolver 9—x> >0

Vemos donde se anula el polinomio P(x) =9—x* =0 9{

tabla de signos:

X=-3

. Nos vuelven a salir 3 intervalos y hacemos la

()

(-33)

(3,+oo)

P(x) =9-x?

Calculamos el valor para
X = -4 que es de este
intervalo y resulta
P(-4) =—7 que es
negativo. Aqui todas la x
van dar negativo

Calculamos el valor para
X =0 que es de este
intervalo y resulta
P(3) =9 que es positivo.
Aqui todas la x van dar
positivo
+

Calculamos el valor para
X =4 que es de este
intervalo y resulta
P(0) =—7 que es
negativo. Aqui todas la x
van dar negativo

En esta inecuacion el signo de desigualdad es mayor estricto (9 —x* > 0), por tanto los extremos, el 3 y el -3 no
son soluciones pues son los que hacen que valga 0.

Concluimos que las soluciones son:

Solucion

=(=33)

Ejemplo: Resolver x® —2x* < —x* + 2x

Operamos para dejar un miembro a0 > x® —x* —2x <0
Vemos donde se anula el polinomio

asociado> P(X) =x* —x* =2x=0> x-(x* =x-2)=0-> XZ—X—Zzoj{

Xx=0

Xx=-1
X=2

En este caso al tener 3 soluciones en la ecuacion nos aparecen 4 intervalos, que son (—o,~1), (-1,0), (0,2) y
(2,+00). Pasamos ya a construir la tabla de signos:

Ceerd)

(-10)

(02)

(2,+oo)

P(x) = x* —x* — 2x

Calculamos el valor
para x = -2 que es de
este intervalo y resulta
P(-2) =-8 que es

este

negativo.
- es

Calculamos el valor
parax = _1 queesde

1, 5
P(-2)=>=0,625 que
3)=%

2
intervalo y
resulta

positivo. -
+

Calculamos el valor
para x =1 que es de
este intervalo y
resulta P(1) =-2 que
es negativo

Calculamos el
valor parax =3
que es de este
intervalo y resulta
P(3) =12 que es
positivo
+
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La inecuacion era x® —x? —2x <0, por tanto las soluciones son donde sale negativo e incluyendo los extremos
pues se trata de un menor o igual, asi:

Solucién = (—o0,~1]U[0,2]

En este ejemplo, quizas hubiese sido mejor aplicar la descomposicion en factores pues no tenemos que operar
con potencias cubicas ni cuadradas y nos limitamos al final a un producto de signos. Al descomponer en

factores el polinomio nos queda la inecuacion x-(x+1)-(x—2)<0

(~o0,-1) | (=1,0) | (0,2) | (2,+0)
X — — + +
X+1 — + + +
x—2 — — | — +
Producto — + — +

Ejemplo: Resolver x> —5x+8>0

. ., . 5+v-7
En este caso intentamos resolver la ecuacion asociada x> —5x+8=0= x = s ue como observamos

no tiene solucion. Entonces no tenemos intervalos donde ver el signo. El signo se mantiene constante en toda la
recta real, y la tabla queda:

IR = (— o0,40)

Probando con x = 0 resulta +8 que es
positivo

+

x> —5x+8

La solucion es toda la recta real: Soluciéon = IR

Ejemplo: Resolver x> —5x+8<0

Este ejemplo es similar al anterior pero aqui no tiene solucion como se puede ver facilmente con el hecho en el
ejemplo anterior, pues aqui las soluciones serian los negativos.

4. INECUACIONES RACIONALES

Son inecuaciones donde aparece alguna fraccion algebraica
Son del tipo
ax+b <0

cx+d o0 con los otros signos de desigualdad >,<,>. Pueden ser también el numerador y el denominador
de grado mayor a 1.

Método de resolucién: Descomponer factorialmente los polinomios numerador y denominador conociendo sus
raices. Una vez descompuestos nunca simplificar ya que podriamos perder soluciones. Posteriormente se
procede como con las inecuaciones de grado mayor que uno, ya que se trata en el fondo de averiguar el signo
final que va a tener un cociente de polinomios.

Veamos ejemplos resueltos:

. . x=0
Ejemplo: Resolver X < 0 Vemos donde se anulan el numerador y el denominador
X—-3 X-3=0=>x=3

Nos salen dos valores luego tenemos 3 intervalos:
En la tabla de signos podemos hacerlo todo junto o bien separar los signos del numerador y el denominador y
después dividirlos. Vamos a hacerlo asi ahora:
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4+
+
P

Por ultimo nos queda ver si los extremos entran o no.

., 0 . . .
En x = 0 al ser del numerador, hace que la fraccion valga 0-3 0 que tiene sentido al ser la desigualdad menor

o igual. Luego x =0 es solucién

En x = 3 al ser del denominador, hace que la fraccién valga 3—33 = g que no tiene sentido pues no se puede

dividir por 0. Luego x = 3 no es solucién
Solucién = [0,3)

Con ello, deducimos que:

Ejemplo: Resolver la inecuacion

VVemos donde se anulan numerador y denominador:

2

X" =X

X+2=0=>x=-2

Tenemos entonces 4 intervalos de posibles soluciones:

x2—x=0=x(x-1)=0=

(—o0,—2) (-2,0) (01) (1,400)
Con x = -3 sale Con x = -1 sale Conx=0,5 Conx=2
X+2 ) + + +
, Con x = -3 sale Con x =-1sale Conx=0,5 Conx=2
=X + + - +
X+ 2 - - i _ ¥ +_ i o+
X =X + + — +

Por ultimo, los nimeros que anulan el denominador, el 0 y el 1, no son soluciones puesto que no se puede

dividir por 0.

Los nimeros que anulan el numerador, en este caso el 2, puede ser solucidn, pero no lo es pues es una
desigualdad estricta (mayor estricto).
Por tanto las soluciones son:

Solucién = (—2,0)U (1,+)

5. INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Una inecuacién de primer grado con dos incognitas es una inecuacion que en forma reducida se puede expresar

de la siguiente forma:

ax+by>c 0

ax+by<c 6

ax+by<c 6

ax+by>c

Para resolver este tipo de inecuaciones debemos saber representar rectas en el plano haciendo una pequefia tabla

de valores.

El proceso es el siguiente:

- Representamos graficamente la funcién lineal o afin a-x+b-y =c cuya grafica es una recta. Lo habitual

es hacer una tabla de valores.

- Larecta anterior divide al plano en dos semiplanos. Uno de esos semiplanos es el conjunto solucion,
para saber cuél es se toma un punto de uno de ellos y se comprueba si verifica la inecuacion. Si la
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verifica, el semiplano que contiene a ese punto es solucidn, y si no la verifica, el otro semiplano es
solucion.
- Por altimo queda ver si la frontera de separacién entre los dos semiplanos es parte de la solucion o no.
En las inecuaciones con desigualdad estricta (< ¢ >), la frontera no es solucion. En los casos < 6 > la
frontera si es parte de la solucion.
Aqui la solucion se tiene que dar de forma gréafica. Veamos con ejemplo como aplicar lo dicho.

Ejemplo: Resolver la inecuacion 2x —y <1

Representamos la recta 2x — y =1 haciendo una tabla de valores:

X 1 0 2
y 1 -1 3
En el dibujo se observan los semiplanos y la frontera (que es la recta en si):

7

N 7

Para ver que semiplano es solucion, vamos por ejemplo a tomar el punto A(5,0) que es un punto del semiplano
B y sustituimos en la inecuacion x por 5 e y por 0 para comprobar si la verifica o no.

25—-0<1=10<1 Lo que es obviamente falso, por tanto el semiplano solucién es el A y ademas no
entra la frontera pues es un menor estricto.

j__

SOLUCION‘T

T R R / _
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Ejemplo: Resolver x+2y <0
Os dejo la solucidn, y tened en cuenta que en este caso la frontera entra.

—

SOLUCION

&
e
b
i
'
0

6. SISTEMAS DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Un sistema de inecuaciones de primer grado con dos incdgnitas es un conjunto de inecuaciones de la forma:
[a, x+Db-y<c,
a, X+b,'y>c,

(los signos de desigualdad pueden variar)

a, X+b y<c,
El conjunto solucion esta formado por todos aquellos valores que verifican simultdneamente todas las
inecuaciones. Suele ser una region del plano que se denomina region factible

Para resolverlo procedemos de la siguiente manera:
- Resolvemos cada inecuacién como hemos visto en el punto 5), y sombreamos o rayamos el semiplano

que NO es solucion.
- Una vez hecho lo anterior con todas las inecuaciones, nos queda en blanco la region factible.
- Muchas veces hay que calcular o nos piden que calculemos los vértices de la regidn factible, que lo
haremos intersectando las rectas que lo determinan
Veamos con ejemplo como se procede.
Ejemplo: Resuelve el sistema de inecuaciones siguiente
X+y<3
{y -3<3X

Empezamos con la primera inecuacion. Dibujamos la recta x+ y =3 haciendo una tabla de valores
X 1 0 2
y 2 3 1
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Probamos con el O(0,0) en la inecuacion para ver el semiplano solucion—-> 0+ 0 < 3 Lo cual es cierto, por tanto
tenemos en esta primera inecuacion la siguiente region solucion y ademas como es menor estricto la frontera, es

decir, la recta no entra.

\\\\\

q__
L
.
o B

Solucion

<

\\\\.

x+y:3 :

Sobre la misma gréafica vamos a resolver la segunda inecuacién: y—3<3x
Dibujamos la recta y —3=3x = y = 3x+3 haciendo la tabla de valores

X

-1

0

0

\\

Probamos también con el punto O(0,0) por ser el mas comodo en la inecuacion: 0—3< 30=-3<0 locual es
cierto luego el semiplano solucién es donde se encuentra el punto O(0,0) y rayamos el otro. Ademas aqui entra
el borde o frontera al ser menor o igual. La regién factible o solucion es la region blanca del dibujo siguiente:

10
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x=0
como se ve en el dibujo anterior tiene que salir { 3que nos da el punto A(0,3)
y =

Ejemplo: Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones:
x>0
y>0
6x+5y <30
X+2y<8

Procedemos igual que antes:

- Dibujamos x =0 con su tabla de valores. Si nos fijamos, es el eje OY o de ordenadas (el vertical)
X 0 0
y 1 3
Probamos con el (1,1) y lo verifica, por tanto nos queda

- Dibujamos y =0 con su tabla de valores. Si nos fijamos, es el eje OX o de abscisas (el horizontal)
X 0 1
y 0 0
Probamos con el (1,1) y lo verifica, por tanto nos queda

e
(3]
(¥}
=
[
Sy ——
-
)

11 UNIDAD 4.- Inecuaciones y sistemas



%

%
///////%////

- Dibujam tabla de valor

y 0 6
Probamos con el (0,0) y lo verifica, por tanto nos queda

. /
. ////%//

Probamos el (0,0) y lo verifica, por q

‘%’//4

////////,,

%

% Solucion ’////// //// ,,,‘
T

dblgfbld 0 habia ninguna desigualdad es todos los




