UNIDAD 3: NiUmeros complejos

1. INTRODUCCION. DEFINICIONES

Cuando se intentan resolver ecuaciones de segundo grado como por ejemplo x? —4x+13=0, se observa que no

4+16-52 _  _4+\-36
2 2

en el campo real. Ahora bien, podemos operar con estas expresiones como si se tratara de nimeros reales, asi:

_ + (— w/— —
X=4i»\2/ 363)(:4_,/326( 1) :>X=4i\/32_6\/_1:>X=4i62\/_1

tiene soluciones reales X = , pues no existen raices cuadradas de nimeros negativos

— X=243+/-1 Y se seguia operando

con /=1 como si fuera un nimero real aunque no lo sea. Leibniz, en el siglo XVII, decia que v—1 era una especie

de anfibio entre el ser y la nada. Y Euler en el siglo XVIlI, el que a /=1 le dio el nombre de i, por imaginario, no
real. Asi diremos que las soluciones de la ecuacién de segundo grado anterior son X =2+ 31

Definicion: Llamamos unidad imaginaria al niimero no real /=1 vy lo representamos por | . Es decir, | =+/—1

Se tiene que:
i=v-1 i°=i%i=i
I°=-1 1I°=i*i’=-1
P=1%i=—J-1=-i " =i*i® =i

i =i2i’ = (-D-(-D) =1 i®=i%i*=1
Y asi sucesivamente, con lo cual podemos calcular cualquier potencia de I, dividiendo el exponente por 4y teniendo

en cuenta sdlo el resto de la division.

Ejemplo: Calcula 12,

Dividimos 235 entre 4 y nos sale de cociente 58 y de resto 3, es decir, 235 = 4-58 + 3, luego:

. 58
235 =4.58+3 =4.58 =3 =4 =3 58 H H
129 = 49909 = 49800 = (i) 4° =17 (i) = i

Definicion: Se define el conjunto de los nimeros complejos y se representa por C a todas las expresiones de la

forma a+b- donde a y b son ndmeros reales e i =+/—1. Matemdticamente se expresa de la siguiente forma:
C= {a+b-i talesquea,beRei= \/—1}

La expresion a+b-i se llama forma binémica de un nimero complejo.

A a se le llama parte real del n? complejo.

A b se le llama parte imaginaria del n2 complejo.

A un numero complejo se le suele representar por la letra z . Asi diremos Z =a+b-i

Ejemplo: Z =3—51 es un nimero complejo cuya parte real es 3y la parte imaginaria es -5

Definicion: Dos numeros son iguales si y sélo si tienen la misma parte real y la misma parte imaginaria, es decir,

. . a=cC
a+bi=c+di<
b=d
Propiedad: Los nimeros reales son complejos, es decir, R < C. Pues los nimeros reales son aquellos complejos
N . 3 3 .
cuya parte imaginaria vale 0. Por ejemplo, —g = _§+ 0-i

Definicion: Los niumeros complejos cuya parte imaginaria no es nula se llaman nidmeros imaginarios. Por tanto, todos
los nimeros complejos son reales o imaginarios.

Definicidn: Los nimeros imaginarios cuya parte real es 0 se llaman imaginarios puros.
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Ejemplo: El n2 3—51 es imaginario; el n2 7+ es imaginario puro; el n2 ——— es real

Definicién: Dado el complejo Z=a+b-i, se llama opuesto de 7y se representa por —Z al complejo —z =—a—Db

Definicién: Dado el complejo Z =a+b, se llama conjugado de 7y se representa por Z al complejo Z =a—bi

1 5.
Ejemplo: Dado el complejo z = , tenemos que podemos ponerlo como Z = ———-1 donde vemos mejor la

1 5. -1 .
parte real y la parte imaginaria. Asi, su opuesto es—z = —§+§~I y suconjugadoes Z = §+§-l

Propiedad: Cualquier ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que no tenga soluciones reales, tiene dos
soluciones imaginarias que son nimeros complejos conjugados

2. REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Como sabemos a cada nimero real le corresponde un punto de la recta y a cada punto de la recta le corresponde un
numero real. Por eso hablamos de recta real. Para representar los nUumeros complejos hemos de pasar a un plano, el
llamado plano complejo.

Para ello representamos un n2 complejo Z = a+b-i mediante el punto (a,b). A este punto se le llama afijo de
z=a+bi

Eje imaginario

Im

2 (a.0)
Tz:a+bi
|
|
|
|
|
|

o Eje real
a Re

Ejemplo: Resolver la ecuacion x* —2x+6 =0 y representar las soluciones en el plano complejo

Aplicando la férmula de la ecuacidn de segundo grado tenemos que:

. —(=2) +[(=2)> - 4(1)(6) _ 2+.J4—24 _ 2++-20 -

2 2 2
_ +20-(— ' '
ngiﬂz/'zozz_a/zzo ( 1):21\2/@:2122«/5!:)(:&\/5

Asi, las raices complejas de la ecuacion son: z, =1—«/§i Yz, =1+\/§i .
Y su representacion grafica mediante los afijos es:
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Como vemos en el dibujo, también se suele usar un vector para representar a los nimeros complejos en el plano.
Es obvio, que los afijos de los nimeros reales se sitdan en el eje real y los afijos de los nimeros imaginarios puros
sobre el eje imaginario.

3. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA BINOMICA

Sean los nimeros complejos Z; =a+b-i y Z, =C+d -1, entonces definimos las operaciones:

- Sumay resta de numeros complejos

z,+z,=(a+b-i)+(c+d-i)=(a+c)+(b+d)-i

z,-2,=(a+b-i)—(c+d-i)=(@a—-c)+(—-d)-i

- Producto de nimeros complejos
2,-2, =(a+b-i)-(c+d-i) =ac+adi+bci+bdi’ = (comoi’ =-1)z,-z, =ac+adi+bci-bd =

z,-7,=ac—bd+(ad+bc)i

Consecuencia: El producto de un n2 complejo por su conjugado siempre es un nimero real. Veamos porqué

z-z=(a+b-i)-(a—b-i)=a’ —abi+bai-b*i* = (como i’ =-1)|z .z=2a%+b?

- Divisién de nimeros complejos
Para dividir complejos en forma bindmica se multiplica y divide por el conjugado del denominador

Z, _a+bi_a+bi c—d-i_ac—aditbci-bdi’ |z _ac+bd +(bc—ad)i

S = . =

z, c+d-i c+d-i c—d-i c®—d?-i? z, c® +d?
z, _ac+bd (bc-ad)i

O bien z, c2 +d>2 c?+d?

NOTA: Estas féormulas no son necesarias aprenderlas, simplemente conocer cual es el
proceso
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3-6-i

Ejemplo: Sean los complejos Z, =2—3-1, Z, = y Z, =—i°, se pide:

2
Antes de nada vamos a preparar los complejos para que estén en forma bindmica:
g, =380, 3,81, 3 3 2, =1’ =7, = (i) = z, =i
22 22 2 ) ’ o T T

a) ,-57,+31,

2,-52,+32,=2-3i —5-(§—3-i)+3-i =2,-52,+32,=2-3i —E+15-i +3i=
2 2

2,-52,+312, = e +151i
b) 2,2, — 7,2,

2,2, - 2,2, :(2—3-i)-8—3ij—(2—3-i)-i =3-6i —%-i +9i% - (2i-3i%) =

2,2, - 2,2, =3—6i —%-i —-9—(2i +3):3—9—3—6-i—%-i—2-i =

12+9+4). 25 .
2,2,—2,2,=—9— — 1=2,2,-2,2,= —9—?1

c) i+ 4 Para operar multiplicamos por los conjugados de los denominadores y desarrollamos
ZZ ZS
3 .. . 9. . 3.
2z, @-3i) Gt3) (o_zj) (i) SO0 e 12+
=g "3 + i -( i): v + 1 =3 -2i-6=>
oL (2-3iQ) (C+3i - 2 49
(5-30) (+3) 3 +a ;
3. 3 .
12+ 4~[12+-|) . . .
i+i= 2 i g= 2 _Z_i_6=48+6I_Z_i_6=48+6|—90|—270:>
Z, 1, 45 45 45 45
4
z, 7, —222-8441 7z, 7, 222 841 7, 17, 74 264
-t == = 4 L= 4 =
Z, 1, 45 z, 7, 45 45 Z, 1, 15 15
4
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4. FORMA TRIGONOMETRICA Y FORMA POLAR DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Madulo y argumento de un n complejo

Sea z=a+bi un nimero complejo cualquiera. Llamaremos médulo del nimero complejo z, al nimero real dado

por \/az +b® ylo denotaremos por |z| El mddulo se interpreta como la distancia al origen del afijo del nimero z
|z| = Jat +b?

Por otra parte, llamaremos argumento del nimero complejo z =a+b-i, al dngulo comprendido entre el eje real

positivo y el afijo que determina az . El argumento de zZ se denota por arg(z) vy se calcula mediante la expresion:

b
arg(z) = arctg (— . Hay que tener en cuenta en que cuadrante se encuentra Z para calcular el argumento
a

Im
(a.b)
b————— z=a+bi
|l =va'+b*

\

F= |Z‘ o = arg(z) =.z:ﬂ'f:rg[E |

a)

a = arg(z)

0 da Re

FORMA POLAR
Definicion: Dado un complejo z que tiene por médulo r = |Z| y por argumento « =arg(z), se llama forma polar del

complejo z alaexpresion Z=1T,
NOTA: No tiene sentido poner el nimero 0 en forma polar

Ejemplos: Pasar a forma polar los siguientes complejos. Para ello calculamos el médulo y el argumento de cada
complejo

a) z=1++/3i
Méddulo: r =|z|= 12+(\/§)2 —Ja=>r=2

p/s
= —+2kz
3]3a= 3

Argumento: « =arg(z) =arctg| —
1 4
? + Zkﬂ'

conkeZ.
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Este complejo tiene su afijo en el primer cuadrante como facilmente se puede observar, por tanto, de todas las
soluciones posibles nos quedamos con el dngulo que esta en el primer cuadrante y es el mas simple, pues los demas

. . T
se obtienen de afadir vueltas. o = 5

Por tanto,

z:1+\/§-i:27c

3
b) z=5-5i Operamos de forma analoga

Mddulo: r =|z| :452 +(-5)" =50 = r =52

3'—ﬂ-+2-k-7r

Argumento: « =arg(z) = arctg (%SJ =arctg(-) > a = 4 conkeZ.
Tﬂ +2k-7

Este complejo tiene su afijo en el cuarto cuadrante como facilmente se puede observar, por tanto, de todas las
soluciones posibles nos quedamos con el dngulo que estd en el cuarto cuadrante y es el mds simple, pues los demas

1
se obtienen de afadir vueltas. o = T

Por tanto,
2=5-5i=(5+2),,
1
c) z=-2i
Médulo: r =|z|=/0? +(-2)" =4 =r=2
Argumento:
-2 En este caso el complejo esta en el eje imaginario negativo, luego 3
a =arg(z) =arctg| — |= a="=
0 el argumento es 270° 2
Por tanto,
Z=2,_
2

FORMA TRIGONOMETRICA
Si volvemos al grafico anterior, es facil observar por las definiciones trigonométricas que:

Im
(ab)
b ———— z=a+bi
|z|=\.|'cf+a332
r= |Z| a=arg(z)= arczg[é\'
al
o =arg(z)
0] a Re
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a b
COSax=—=>a=rCo0S & sena=—=b=rsen o
r r

Por lo que si tenemos un complejo z=a+b-i, lo podemos expresar en funcién de su médulo y su argumento
sustituyendo como: Z =r-C0S & +Isen « -1 = Sacamos factor comun r y ponemos i delante del seno

z=r{cos a+isen a)

que es lo que se conoce como forma trigonométrica de un nimero complejo
Esta forma nos va a permitir obtener la forma binédmica de un complejo que venga dado en forma polar o forma
trigonométrica. En realidad la forma polar y la forma trigonométrica son lo mismo pero expresado de maneras
distintas.

Ejemplo: Pasa a forma bindmica el complejo Z = 52250

2

Z=93,,c, =5(C05225°+i-sen225°) = z = 5{—7—71 =7z 5

Ejemplo: Pasa a forma bindmica el complejo z :15
2
z=1 :1-(cosg+i-sengj:> 7=1{0+1li)=z =i

2

5. OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA

Los nimeros complejos en forma polar o trigonométrica son muy utiles cuando tenemos que hacer productos,
potencias o divisiones. Para las sumas y restas se usan en forma binémica.

Propiedad: Sean Z, =1, y Z,= I"B dos niumeros complejos en forma polar. Entonces se tiene que:

Z,-2,= ra-r'Bz(r-r')M

O en su forma trigonométrica:

2,-2, =| r{cos a+isen o) ][ r'{cos B+isen B) | =r-r-[cos (a+p)+isen (c+p)]

Eiemplo: Si Z, =245,y Z, =1, entonces Z,-Z, =245, - Tgeo =(2-7) =14,

300+95°

Propiedad: Sea z, =t, un numero complejo en forma polar. Entonces se tiene que:

2" =(r,) :(r”)m

O en su forma trigonométrica:

2" =[r{cosa+isena)| =r"[cos (n-o)+isen (n-o)]

5 _ 5 _ 95 _
Ejemplo: Si Z, = 2,,,, entonces Z = (2300) =2 530%° 32150°

Propiedad: Sean 2, =1, y Z,= r'[3 dos nimeros complejos en forma polar. Entonces se tiene que:

4L_T _ (Lj
z, ry \r)
O en su forma trigonométrica:

Z, r{coso-+isena) _r ~ . B
z_2 B r’{(cos B+isen B) r [cos (o =p) +isen (=)
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Ejemplo: Si Z, =244, y Z, =4, entonces

250 . .
4 _ 0 =(Ej :(E] =[Ej =1-(c03315°+|-sen315°):1- ﬁ—ﬁ-l _2
300-75° 450 a5 2 2\ 2 2

Z, 4 \4 2 2

y hemos dado en este ejemplo el resultado en forma bindmica

Formula de Moivre
Se cumple que

(cos a+isena)’ =cos (n-o)+isen (n-o)

Que nos puede permitir calcular cos (N-o) y sen (n-a) en funcidn de cos o y de sen o

NOTA: FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEJO

Hay otra forma de representar los complejos llamada forma exponencial, que se obtiene a partir de la férmula de
Euler.

La férmula de Euler nos dice que: €9 =c0s0+isin®

A partir de ella es facil deducir que un complejo|Z =T, = r-(COSOL+ i-sina)z r-e gue son sus forma polar,

trigonométrica y exponencial.

. . bl . . .
Una consecuencia de esta forma es la igualdad: |€" +1=0| que como vemos relaciona los nimeros mas
significativos de las matemadticas conocidos hasta ahora.

6. RADICACION DE NUMEROS COMPLEJOS

Vamos a ver como se calculan raices n-ésimas de nimeros complejos y también probaremos que cualquier
complejo, salvo el 0, tiene n raices n-ésimas.

Para hacer raices siempre necesitaremos tener el nimero complejo en forma polar, por tanto partimos de un
complejo Z =1 . Esta es la forma reducida de expresar al complejo, pero el argumento puede ser el dngulo

a+2k-mtconk eZ o bien o +k-360° con k € Z, pues se diferencian de o en un n2 entero de vueltas.
Consideremos por tanto el complejo de esta forma Z = r(oc+k-360°) (se puede poner en radianes si se quiere)

Se trata de calcular la raiz n-ésimade Z = I‘(a+k.3600) = Es decir, encontrar W=\/;: W= nf (0+k-360°)

Se tiene que cumplir que: W' = r(a+k-360°)

n
Si consideramos W= RB = (tenemos que calcular Ry )= (RB) = r(a+k_3600) = Rnn_B = r(a+k.3600)

RN =r R=3r
o +k3600 cONkeZ =

Si igualamos mddulos y argumentos tenemos que: =
nP = o +k-360° B

n

R=4r

8 o k3600 Conk eZ|que son las posibles raices del complejo Z =T,

=—+

n n
Aparentemente tiene infinitas soluciones, pero esto no es asi pues a partir de que K =n lo que hacemos es dar

vueltas respecto a las soluciones aportadas por los valores de k =0,1,...,n—1. Por ejemplo para k =n sale la misma

raiz solucion que para k=0. Para kK =n+1sale la misma que para k=1

8
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Por tanto, podemos concluir que las raices n-ésimasde Z =1, (Qﬁ) son los complejos W= RB tales que:

R=1r
o k3600 conk=0,12,..,n-1
B=—+

n n

Ejemplo: Calcula las raices cuadradas de |
Se trata de calcular \/i_, que va a tener dos raices, W, y W,

n=2
Pasamos el complejo | aforma polar, lo cual es facil: i 21900 (en este caso tenemos < r=1 )
o =90°
Las soluciones vendran dadas por:
R=\1 R=1
g conk=0,1= conk=0,1
po 90 k360 {B=45°+k-180°
2 2
Para
R=1 _ 2 2.
{B g™ W, =15, = W, =1-(cos45°+i - sen45°) =W, = T3 +7 d
Para
Re1 [ Rel | B
= W, =1,,50 = W, =1-(c0s225°+i - sen225°) = W, =————-I
B=45°+180° = |B=225° 2 2

Ejemplo: Calcula las raices cubicas de -8 y representarlas graficamente
3 ,

Se trata de calcular \/5, que va a tener tres raices, W, W, y W,

Pasamos z=-8a forma polar, calculando su médulo y argumento:

r=y(-8)2+0? =r=+/64 =r=8

0° (no valido pues -8 esté en el eje real negativo)

0
o =arctg (_—8) S a=arctg(0)=>a= { 180° = o =180°
n=3
Por tanto —8 281800 (en este caso tenemos r=8 )
o =180°

Las soluciones vendran dadas por:

R=38 R_2

. conk=0,12= conk=0,1,2
180° N k-360° {B — 6094k -120°
3 3

B=

Para

R=2 1 3. ]
{[3_600:> \lezeoo: V\/1=2'(COSGO°+i-sen6O°):>W1:2'{5+§"J: Vvl::l'—i_\jg'I

9
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Paralk =1

N W, = 2,50, = W, =2-(cos180°+i - sen180°) =W, = —2
B =60°+120° [ =180°

Para

{ R=2 1'\3

3 . :
[3=60°+2'120°: W, =2, = W, =2-(c0os300°+i - sen300°) = W, = 2- 55 W3=1-+/3i

Representemos ahora las soluciones:

—
Las raices ctubicas son los vértices de un tridngulo
equildtero inscrito en una circunferencia de radio 2
'_)' -
@w=1-31
.‘1’__
Wy==2! .-
1 L L L 1
‘*‘ T T T T T
- T -1 1 2 a 4 2
.|
o W, =1-4/3-;
10
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