Ejercicio 1:

RELACION 1 EJERCICIOS:

Matemadticas aplicadas a las CCSS | 12 Bachillerato

LIMITES DE FUNCIONES

a)

Calcular lim3

x—2

Solucion: Iim3=3

b)
Calcular limx

x—32

Solucion: limx=2

x—»2

Solucion: lim

c)

x—2
. x> -9
Calcular lim
.'I.'—.i; ..T -+- 1

3 x 41 3+1

-9 (3'-9 0

4

d)
‘ 3
Encontrar lim x".

X —.53

Solucién: limx’ = (limx)’ = (3)’ =27

x—3 1—3]

e)

Evaluar lim(x’ —3x+2).

r—— |.

Solucién: lim(x’ —3x+2)=

r——]

(1) =3(-1)+2=4

f)
Encontrar lim(6x +1)(2x —3)

Solucion:
lim(6x+1)(2x—3) =

x—-2

(6(2)+1)2(2)—-3)=(13)(1)=13.

g)

Determinar lim+/x +13.

=
X—D

&
X—D

Solucion: lim+x+13 =
—B+13=416=4

h)

Evaluar lim X+2

=7 2x —10
WM+ 2

Solucion: Iim =
=7 2x —10

CN7T+2 N9 3

S 27)-10 14-10 4

i)

Encuentre lim

X — -1'

xX—

3
4 4

-

X +9

X

-

x“+9

Solucion: lim——=

X

j)

Calcular lim+/x* — x +{Jc'I + 4)

.l'—?l.
5z . 5f 1 2 2
Solucion: ]mlw" X —x+(x"+4) =
X—

=M =1+((1) +4)* =0+25=25

=
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Ejercicio 2:

Calcula.

a) xETx (x* —3x%) c) Xf_r'{?x (—2x* + 8x® —3x? + 27x —42)
b) im (x* + 2% + x* —17x) d) Xfirfx(1—3x3+5x2—6x)

a) lim (X =3x*) =+

X—3 4=

b) Iim (x* 4+2x> +x* —17x) =+

X—» oo

c) fim (=2x* +8x> =3x? + 27x —42) = —x
=4

d) lm (1—3x° +5x* —6x) = —=
=4

Ejercicio 3:

Determina los limites.

a) lim (6x® + x?) c) lim (5x> —3x? —16x + 3)
b) lim (x* +4x> +7x> —12x+1) d) lim (7 —12x + 3x* + 9x°)
a) im (6x° + x?) = —e0

D) Jim (x* +4x> +7x* —12x+ 1) =+

K —p —oe

Q) Jim (5x> —=3x* —16x +3) = —

K—p —o=

d) Im (7—12x+3x*4+9%x%) = -

X—3 —00
Ejercicio 4:

Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

2 x% 4 2x
a) lim X—M c) lim ;
x—=2 ¥ __ 7 x—4 8 _ JOx
4 —2x
b) fim —>— d) flim

x—3 Q _ x? =1 x2 —2x+1



2
a) !fmx +6—>1O
Xx—2 X—2 0
b) lim —)i
x—3 Q _ x? 0
2
o) h’mx + 2x _)24
=4 B — 2x 0
§ it 2
=1 x? — 2x 41 0

Ejercicio 5:
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X’ +6

li = —o0 lim — 1o
x—=2- X — 7 x=2" x — 2

lim =4 h > = —w
=3 g _Xz x—=3* § _ Xz

2 2

ﬁle“':er im X F2X
=4 8 — 2x x—=4" 8 — 2x

| 4 —2x . 4 — 2x

fi = 400 Ii = 40

o x2 —2x4+1 o> x2 —dx 41

Calcula los limites laterales y el siguiente limite.

2

X —x—6

lim
x=3 x? —6x+9

. X —=x—6 0
im —
=3 x? — 6Xx+4+9 0
2 — — —
lim X X6 = lim (X ?}}(X_|_2):,’.r'm)H_2—:»i
x—3 X2—6X—|—9 x—33 [:X_?))z x=3 x — 3 0
. X —x—6
!fm_ - 9:—|—oc Py 6
HSXE_ X+ -%ﬁmB : = 400
fim X —x—06 — 4o X° —6x4+9
=3 X2 — 6X+9 .
Ejercicio 6:
Resuelve los limites.
o (2x—=3)(x + 3) x> —9x? +15x+ 25
a) [im d) lim
x=>=3 (x +1)(x + 3) x=5 x* —5x? +2x —10
2x? —9x +10 2 _
b) lim e) fim 22X —1lx+14
x=2 3x2 _7x 42 x=2 4x? —16x + 16
3 2 . 3 2 oy
g lim 3x +12x X —4 £) lim X + X X —1
x—»—4 x3 4+ 7x? +14x + 8 x==1 x3 4 2x? 4+ x
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(2x —3)(x + 3) 0

a) [im - —
=3 (x 4+ 1(x +3) 0
jm 2X=3Nx+3) _ . 2x=3 _ 9

=3 (X +1)(x +3) =3 x4 ] 2

2x? — 9x + 10 0

b) lim - —
x=2 3x? — Ix 42 0
2 — — — —
fim 2X 9x 4+ 10 . (x —2)(2x = 5) _ i 2X—5 :_1

m— J—
x=2 3x? — Ix +2 =2 (x =2)(3x =1  x=2 3x — 1 5

3 2_ _
Jd lim 3x7 +12x x—4 _)E

x—-4 y3 + Tx? + 14x + 8 0

3+ 12X —x—4 _ (x+4)(3x"—1)
lim - = [im =
-t x4+ IxP+ 14x +8 =t (x +4)(x*+ 3x +2)

) 3x? —1 47
= lim =

—-4 x'43x+2 6

x* —0x? +15x+ 25 0
_>

d) lim - —
=5 ¥ — 5x* + 2x — 10 0
X —9x'+15x+ 25 C (x—=5)x"—4x —-5) X —4x -5
lim = lim = fim————=0
=5 x 5%+ 2x —10 =5 (x=5)x*+2) =5 xi4 2
o I 2 =Tx+14 0
=2 4x2 —16x +16 0
22X =1x+14 o (x=2)2x=7) . 2x—=7 3
fim - = lim = lim ———
=2 4x° —16Xx + 16 x=2(x — 2)(4x — B) =24y — 8 0
22X —=11x+14 o 2xt —=1x+14
lim =+ lim - E—
=2 4x? —16x + 16 =2t 4x? —16x + 16
£ _ _-| El
f) fim 2 TX X — —
==l x4 2x7 4 x 0
3 : 2 - -
me—i—x X 1=ﬁmtx—|—1:| (x 1}=ﬁmx 1=2
=l x4 2P+ x et x(x41) ==l X
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Ejercicio 7:

Dada la funcion:

2 —
flx) = 2x° +3x—2
x* —4
determina los siguientes limites.
a) x..l—f}TI f(x) b) f.l'm1 f(x) c) fim f(x) d) ﬁmz f(x)

a fim f(x)=2

b) lim f(x) = —1
c) lim f(x) =2

d) lim f(x) —>%

x——12

24 3x =2  (x+2)(2x=1) o 2x—1 5
lim - = [im = fim =~/ = =
2 xt —4 = (x+2)(x—2) P x-—-2 4
Ejercicio 8:

207 — 3+ x4 —xr +4
Calcular lim i o
T—H—00 r*+r’ -9

Vemos que es un limite, cuando  — —oo, de un cociente de dos polinomios. En consecuencia aplicamos la
regla anterior:

= lim 2z = —oc.
Ir——00

225 33422z + 4 245
lim = lim —
r——oc i+ 235 z—3—0c i

Ejercicio 9:

Ejemplo A.4 VI 1+ 22
Calcular lim —m

z—too §r+ 142z
o0
De nuevo vemos que se trata de un limite de tipo —.
00

Ohbservamos los términos que aparecen:

e en el numerador aparecen v/x¥ + 1, cuyo comportamiento cuando r — +o0c es como Vr? = 292 = 22, y 22
e en el denominador aparecen /r + 1, cuyo comportamiento es como {r = x'/3, y 2.

Por tanto lo que tiende a infinito mas rapidamente es x? (es la mayor potencia de = que aparece). Se puede,
pues, aplicar la técnica de dividir numerador y denominador por z2

Sin embargo, es mas facil tener en cuenta sélo los términos dominantes, como antes:
e cuando r — +oc el numerador se comporta como =% + r? = 222,

e cuando & — +oc el denominador se comporta como 2z,
En consecuencia se tiene

VIt +1+4 22 ] 242

lim = lim — = lim =400
z—+oo Hr4+1+ 2z r—+oo Qg x—++oo
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Ejercicio 10:

Ejemplo A.5 Vo
vz +1+1
Calcular lim — : :
r—to e+ 14+ v —1

" x‘l -
Es de tipo — asi que razonamos como antes.
oc

- " 4 " a4 Il " .
El numerador, en el limite, se comporta como vz?2 = r2/4 = £1/2, mientras que el denominador se comporta
como /T + /x = 2z1/2,

En consecuencia, se tiene

Vit +1+1 g/ 1 1

e Bt Tt Va] el =gl 2

Ejercicio 11:

Resolver los siguientes limites:

3 _ _
a) ﬁnmifil; b) lhn—%—jiq o) lLim¥*+1-2.
x—:—lx _1 x—b x _25 x—3 _1-_3
. ANx+2- V’E ) x?-2x
d) lim ;e lim————;
x—0 X —2 ¥ —4x+4
Solucion

3

a) lin}x;i indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,
-1 y° —

descomponemos en factores numerador y denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por -1:

X +1 (I+1)(IZ—I+1) ) xz—x+1_ 3

li =1 —lim——__=
:r-EE} IE -1 rl—E} (_1' +1){x_1) TLIE} ¥—1 2

b) limi:f:—_Ij indeterminacion de la forma {E} Para evitarla,
x5 x2 —25 0
descomponemos en factores numerador Yy denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por 5:

m—> "> _J =9 _lim—> =2t

m m =TA
13 12_25 -T—?5{1'+5)(I'—5) -"1—’5 x+5 10
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c) Iin;n—'“lgz indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,
X—» _1'—

racionalizamos, simplificamos y por ultimo sustituimos x por 3:

oJr+1-2 (dx+1—2)(dx+1+2) . r+1-4
lim————=1lim =lim =
=3 x-3 s (x—3)[\f'x+1+2] -*—’3{x—3)[~.fx+1+2)
. x-3 . 1 1
=lim =lim -

253 (x_3}(M+2) %3 (Jm+2) 4

d) Lim Y2 V2
X

x—0

indeterminacion de la forma {%} Para evitarla,

racionalizamos, simplificamos y por ultimo sustituimos x por 0:

m_ﬁ_l_ («!x+2—ﬁ)(\#x+2+ﬁ)
x o x({xe2442)

lim
X

—d

_ Y+2-2 _ 1 2
=lim = —_—

1
Iim——— = =—
x0 x(\r‘x+2+~f§] 0x+2+442 242 4

x* -
e) lim
) -2 x* —4x+4

descomponemos en factores numerador y denominador,
simplificamos y por ultimo sustituimos x por 2:

indeterminacion de la forma {g} Para evitarla,

2 _
llmx—zx—]jn'luzhm *

= 5 = +0o0
x—2 _1'2_4x+4 x—2 (x_z} x—2 (_1'_2)

Ejercicio 12:

Calcula los limites laterales en el punto x = 3 de:

Flx) = 12—3 5!,1(*::3
x*+1 six>3

lim f(x)= lm(x—-3)=0 lim f(x) = !fm_{x’+1}=1[]

—3 x—3 x—3t r—33
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Ejercicio 13:

x—+too

lim (\/xz +x+2—(x— 5))

Solucion

Tenemos una resta de infinitos:

x—+oo

lim (\/x2+x+2—(x—5))=m—m
Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

Vxi+x+2—(x—5)=

ViZ+x+2+(x—5)
=(vVx*+x+2— x—S)- =
( ( )vx2+x+2+(x—5)

(VW rar2) — (-5
Ve +x+24+4(x—5
_x2+x+2—(x2+25—1[]x)_
Vx?4+x+2+(x—05)
B 11x — 23
ViZtx+2+(x—5)

Asi. es mas facil calcular el limite:

I 11x — 23
im =
xotooyx2 + x + 2+ (x — 5)
_ 5 11x —23
" amtos Vx? + x -
o 11x—-23 11
= lim ——=—
x—=+w X4 Xx 2
Ejercicio 14:
Pmbmma41cmmmmwmyr_j.xa¢u
X—L :I."—‘_
. ox =4 (x=-2)(x+2) ..
Solucion: Iim : =lim (x—2)(x+2) =lm(x+2)=4
.'I.'—.FJ NI" —_ 2 .'l'—?j {vT —_— 2) .1.'—}1
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Ejercicio 15:
Problema 43. Calcular lim #1:2 L X—2#0
X—pL ._T_ —_

¥ =3x+2 .. (x=1D(x-2) .. (x=1) 1
———=1lim =lim———=

Solucion: lim - =
x—32 x- =4 x—32 (.,T + 2)(_1- — 2} 2 {‘\{ + 2] 4

Ejercicio 16:

2
. x2+1\"
1111 P E—

x—+o \3x2 4+ 2

Solucion

El limite de la base y el del exponente son
. x2+1 1
m —— = =
x—=+03x24+2 3
lim x? = 4o
Xx—+oo

Por tanto, como 1/3 es menor que 1,

2 1\©
A (m) =0

Ejercicio 17:

3 2\ ¥ 1
lim ( )

x—-cwo\ 3 — X%

Solucién

El limite de la base y el del exponente son

Por tanto,

32t
lim ( ) =

X——o00 3 — X

= 2+m = _I_Oo

El resultado es infinito porque la base es mayor que 1.
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Ejercicio 18:

lim V2x + 3 — V5x

x—+oo

Solucidn

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

lim vV2x + 3 —V5x =

x—+co

—3x+ 3
= lim —— o0

x4 2x + 3 + /5
El resultado es infinito porque el grado del numerador es mayaor.

El signo del infinito es negativo porque el coeficiente principal es negativo.
Ejercicio 19:

Problema 44. Evaluar lim L

x—1=0
= X" +x—2

lim 1
. x— . —1 .
Solucién: hmf’—l= i X ~1 1 Tl 1

=l x4 x—2  xl {x—l){x-l-z) Py x+2 11m{1’+2) 3_

r—3l

Ejercicio 20:

Problema 45. Calcular hm"—_g
=3 x* —x—6

L X—3#0

Solucion: ]u'n":—_gl = lim (x—=3)(x+3) ~lim (x+3) o6
=3 x" —x—06 x—»3 {_\f— 3){.,1' -+ 2) x—33 (I + 2} 5

Ejercicio 21:

Problema 46. Hallar el lim —> 1

x+1=0
s>l x? +3x+2

Solucion: lim ——~—+  — |jm DD (7D ~2
S ll’ +3x+2 —lx+1INx+2) J{.I‘-{-Z} 1

Ejercicio 22:

3

Problema 47. Evaluar lim a :
X— x f—

Jx-1#0

3 )
ox -1 (eI +x+1
Solucién: lim X — [jm & D" +x+1)
=l y—1] x—sl x—1

=limx’+x+1=3

|

10
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Ejercicio 23:

Problema 53. Calcular hmxi—3—~:+2 x-120

=l x" —4x+3
3 2
Solucién: lim 5 232 _ iy (CDOTHX=2) (T 4xD)
=l x" —4x+3 f—*l(‘-l:—l}(‘f +xt +x-) ol (x +x" +x-)

(-D@E+2) . (42 3
=l (x—1)(x’ +2x+3) =1 (x"+2x+3) 6

1
2

Ejercicio 24:

Problema 57. Hallar el lim Y —2 X—420

r—4 X — 4

Soluctén: i V-2 _ {JI Wx+2) . ()-@)F . x—4
olucion: lim = lim lim
4 x—4 =\ x-Hx+2) P x-Ex+2) - x+2)

1 1
=lim

1—*4\r+2 ﬁ+2=z

Ejercicio 25:

Problema 58. Calcular el lim ———t

x——4 II.,T + 4

Xx+4#0

Solucion:

i X4 WD) L (e Eatd) L (e )ar4)
_-c—r—'jf.,||'x+4 X 4{\/1{-+4 (‘V{x+4} 1_,—4 {\/:}_ 'l x+4

11me+4 N-4+4=0

'f—?—

Ejercicio 26:
Problema 60. Calcular lim=x—_? X—T7=20
=7 x_4 _\/3
Solucion:
| I ’ {x—?)(ﬁ/x—4+\ﬁ) iy (x—7 [ﬁ/ —4+J_]
1m-= = 11m —

= a3 Y (ra-B)(Jr44B) 7 (a4 - (B

x—T7

lim s = lim — = limyx—4+3 =V3+3=23
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Ejercicio 27:

o 2x*+3x+2
lim —
x——o 5x2 4 x

Solucion

Importante: x tiende a infinito negativo.

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, el resultado es infinito, pero tenemos que calcular su signo:

o 2x*+3x+2
lim ————=
x—=—0  5x% 4+ x

= signo (g) * singo (E:z;z) <00 =

= —ao

Hemos escrito el signo del cociente de los polinomios (es positivo) y el del cociente de infinito al cubo y al cuadrado (es negativo
porgue una potencia es impar y la otra es par).
Ejercicio 28:

o 3x°+3x*+2
lim
x—+o0 7x® 4+ x—1

Solucion

Como el grado del numerador es el mismo que el del denominador, el limite es el cociente de los coeficientes principales:

3x6+3x3+2_3

li —
e Tx5+x—1 7

Ejercicio 29:
y x?—9
e x(x2+1)
Solucion
Tenemos un cociente de polinomios:
x2 -9 x? -9

x—+co x(xz + 1) x—+w X3 4+ x

El grado del numerador es menor que el del denominador, asi que
. x2-9
lim =

—=10
x—+o0 X3 + x

12
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Ejercicio 30:

y V2x* + 3x — 11
xote  Ygd g2

Solucion

Como los monomios que importan son los de grado mayor, podemos escribir

Vax* +3x — 11

lim -

x—too x3 _|_ 2
_ V2x*

= lim

x—+oo ?\ f x3
Escribiendo las raices como potencias,
5 5
2x* V2 - x5

lim —= lim —
x—too 4[y3 x—+400 w x3/7

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, el limite es infinito:

o V2zx ¥ 3x—11
lim - = Joo
Ejercicio 31:

lim (x5 — xﬁ)

x—+oo

Solucién

Tenemos la indeterminacian infinito menos infinito.

Operamos en el limite:

lim (x5 — x\/}} =

x—+oo

1
= lim (xS—x-xz)z
x—+too

= 1i 5 x3/2) =
Jm, (3 = x%7) = e

El limite es infinito porque tenemos Infinito elevado a 5 menos infinito elevado a 3/2 (5 es mayor que 3/2). Es decir, prima &l
exponente mayor.

Ejercicio 32:

13
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lim (—5x% — xvx)

x—+oo

Solucion

Reescribimos el limite (escribimos la raiz como una potencia y operamos):

lim (—5x® —xVx) =

x—+oo

1
= lim (—5x3 —x-xi) =
Xx—+oo

= lim (—5:1:3 —xg) =

x—+oo
= _§. (-|-oo) = —oo
Observad que el signo negativo del coeficiente principal es la causa del signo negativo del infinito.
Ejercicio 33:
lim (—5x3% — x?)

X——oco

Solucion

Observad que x tiende a infinito negativo.

Como prima el exponente mayor, tenemos

lim (—5x3 — x?)=

= 5. (—w)® =
=-5:(—-) =+

Observad que el cubo mantiene el signo negativo del infinito, pero el coeficiente negativo cambia el signo del infinito al
multiplicarlo.

Ejercicio 34:
lim (—5x° + 8x — 3x°)
X——oo

Solucion

Observad que x tiende a infinito negativo.

Como prima el exponente mayaor,

lim (—5x% + 8x — 3x°) =

x——00
=-3:.(—m)¢ =
=-3:(4w) = -0

Observad que la potencia z® hace que el infinito sea positivo (porque 6 es par), pero el coeficiente —3 cambia su signo.

14
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Ejercicio 35:
. x2+x—2
m-—————-:1
x—1 x2 —3x+ 2
Solucion

Tenemos la indeterminacién cero partido cero porque 1 es raiz de los polinomios. Podemos simplificar el cociente:
x> +x—2
x2—3x+2
=D x+2)
(x—1)(x—2)
x+ 2
Cx—2

Por tanto,
. x?+x—2
m-—-———=
x=1x% —3x+ 2

ﬂ_x+2_3__3
Talx—2 -1

Ejercicio 36:

- V27x3 —2x+5
lim

x—+too x—1

Solucion

Tenemos un cociente de infinitos.

El grado en el denominador es 1. En el numerador también, porque tenemos un cubo dentro de una raiz cubica. Por tanto, el
limite es el cociente de los coeficientes principales:

o V27x*—2x+5
lim =

x—++oo x—1

- 273
= lim =

x—too X —

3

27 - x3
= lim ———=
x—+teo X — 1

) 3x
= lim
x—=+oo X — 1

3

=3

15



Ejercicio 37:
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. 5—-vx2 -1
im
x>t 5 41 4 x2

Solucion

Tenemos infinito partido infinito.

El limite depende de los sumandos x>

Ejercicio 38:

. asi que podemos omitir los otros:

5—\-"1’2—1_

lim

x—>+m5 _1."1 _|_x2 -

e
= lim =1

x—+oo _1,.'x2

’ 1 —vVx2 -1

1111

x=-11 — 1 — x2
Solucion

Observad que x fiende a -1.

El limite es facil de calcular ya que sdlo tenemos que sustituir > por -1:

16

! 1—vVx*—-1
PN
_1-0_ .
1T



